ECUACION DE LAPLACE Y DESIGUALDAD DE HARNACK

FELIPE LABRA

ABSTRACT.

1. SOBRE LA ECUACION DE LAPLACE

Dado Q C R™ acotado y al menos Lipschitz (es decir, podemos considerar 2 con frontera C°° de ser necesario),
queremos resolver el siguiente problema de Dirichlet

—Au =0, Q,
{ .
u=g on.
Aqui, el dato g en la frontera es conocido. Entonces el problema de Dirichlet tiene tnica soluciéon. Una buena

propiedad que satisface el Laplaciano es que es el tinico operador diferencial de orden 2 que es invariante bajo
traslaciones y rotaciones.

Més atin, satisface la siguiente propiedad de la media: para w € C?(£2),

c
A = lim == —
wle) = U (wl) —w@)),
para alguna constante c,, que es el volumen de la bola en R™. Por el Teorema de la divergencia y la férmula
de coarea, se tiene

d
e wdo = ][ Aw.
rdr JoB, (z) B, (x)

1.1. Existencia de solucién: métodos de energia. La idea es ver problemas de EDP como problemas de
optimizacién de un funcional con restricciones. En el caso del problema de Dirichlet,

1
E(u) = 3 /Q |Vu|2dgc7 u |an= g,

donde queremos buscar un minimizador. La restriccién permite que u satisfaga la condiciéon de frontera de
la EDP, mientras que la forma del funcional tiene que ver con la ecuacién concreta a resolver. Calculado la
derivada de Gateaux para u un minimizador, se tiene que para todo v € C°(2),

d1

d
- = ¢ -4z
0 dté‘(qu v) |,—o 73

:/ Vu - Vudz,
Q

por lo que un minimizador u del funcional satisface

/ (|Vul? + 2tVuVo + £2|Vo[*)dz |,_,
Q

/ VuVudz =0, Vv € C° ().
Q

Ahora, suponiendo que u € G2, podemos integrar por partes para obtener

/ Auvdr =0, Yo € C2°(Q).
Q

Esto implica que —Awu = 0 casi en todas partes de Q.

{{DirichletPro
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Observacién 1.1. El problema del argumento anterior es que uno debe saber a priori la reqularidad de u
antes de integrar por partes. Mds ain, es dificil pedir reqularidad C2, pero si es un poco mds sencillo asequrar
regqularidad u € H'(Q), en cuyo caso el argumento anterior muestra que u es una solucion débil.

Definicién 1.2. Diremos que una solucién débil del problema de Dirichlet (1) siempre que u € H(Q),
uloo=g y
/ VuVudr =0, Vv € H} (),
Q

donde u |pq es la traza de u sobre OS).

De manera més general, dado f € L?(Q), diremos que u satisface —Au = f en Q en el sentido débil si para
ue HY(Q)y

/ VuVudz :/ fo, Vv € Hy ().
Q Q

Definiciéon 1.3. Diremos que u es débilmente super-armdnica (resp. sub-armdnica) en Q, o que satisface
—Au >0 (resp. —Au<0) en Q en el sentido débil si

/ VuVuvdxr >0 (resp. / VuVudr < 0) , Yo € Hy (), v>0.
Q Q

Theorem 1.4 (Existencia y unicidad de soluciones débiles). Suponga que Q C R™ es un dominio acotado con
frontera Lipschitz y que

{we H'(Q) : w |oa= g} # 0. (2)
Entonces existe una dnica solucion débil del problema de Dirichlet (1).

Proof: Separamos la demostracién en dos pasos.

Paso 1: Existencia. Considere
1
6o = inf{i/ |Vw|?dz : we HY(Q), w o= g},
Q

es decir, el infimo valor de £(w) dentro de todas las funciones admisibles. Considere una sucesién minimizante
de &, es decir, {ug }neny C HY(Q) tal que uy |oo= g vy que E(ug) — 6 cuando k — oo.

Paso 2: Unicidad. Si u es solucién débil, entonces para todo v € Hg (),

E(u+v) = %/ |Vu + Vo|*dx
Q
>E(u) +0+E(w) > E(u),

con desigualdad estricta si v # 0. Por tnato debe ser tnica. O

1.2. Kernel de Poisson y solucién fundamental. La tnica solucion débil del problema de Dirichlet en la
bola es explicita: El sistema

—Au = 0, Bl,
u=g 0B;.

admite la solucién explicita

[z — ol

o[ 0k,
u(ac)—n/aB1 do,

donde ¢,, es nuevamente una constante que depende del volumen de la bola. Via reescalamiento, lo anterior
se puede adaptar para una bola B,.(zo) C R™.

Por tanto, podemos deducir para una funciéon armoénica —Au = 0 en  con B, C Q) que



u(x) =

2 2
o ok,
r Jom, |z —yl

Por tanto, una consecuencia de esta representacion del kernel de Poisson,

Corolario 1.5. Sea Q C R™ un abierto y u € HY(Q) una funcién que satisface —Au = 0 en el sentido débil
en Q. Entonces u € C* dentro de ).

Mas atin, st u es acotada y —Au =0 en By en el sentido débil, entonces tenemos la estimacion
||U||Ck(Bl/2) < CkHu”Loo(Bl), Vk € N, Ck = C(km) > 0. (3)

Proof: Para cualquier bola B,.(z) C € tenemos la representacién

in/ (r* — JoP)uty) ;-
0B,

u\xr) =
(=) r lz —y|"

Como y € 0B, y © € B,.(x), el denominador no se anula. Por tanto la funcién
(r* — |z|*)u(y)

|z —y|”
es C'°°. Asumiendo que u es acotada, se obtiene la cota. ([

K(l‘,y) =

)

Por otro lado, la solucién fundamental del Laplaciano en R™ \ {0} viene dado por

Kn
(D(x) _ Iw‘n—27 ) n 2 37
Ko log Wy n= 2

para una constante explicite x,, que depende de la dimensién. Esta solucién se dice fundamental porque
—A® =0 en R"\ {0}, pero es singular en x = 0 pues

—Ad =¢y, R".
En particular, w = ® % f resuelve —Aw = f en R™ para cualquier f con decaimiento apropiado en el infinito.
1.3. Principio del maximo.

Theorem 1.6 (Principio del méximo fuerte). Suponga u € C?(Q) N C(Q) arménica en .

(1) Entonces,

maxu = maxu.
a o9

(2) Mds atin, si ) es conexo y existe xo € U tal que u(xg) = maxgu, entonces u es constante en ).

Para el club, la consecuencia importante es

Theorem 1.7. Si Au >0 en Q con u € C(Q), entonces

maxu = max u.
5} aQ

En particular, podemos deducir el principio de comparacion siguiente.
Theorem 1.8. Si —Au < —Av en Q yu < v en 99, entonces u < v en todo 2.
El principio del maximo también se tiene para soluciones débiles.

Proposicién 1.9. Sea @ C R™ un abierto acotado. Asuma que u € H* () satisface el siguiente problema en
el sentido débil,

—Au >0, Q,
u >0, oN.

Entonces u > 0 en (.
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Proof: Note que —Awu > 0 en Q si y solo si

/Vu-VvdeO, Yo € HY(Q): v >0.

Q

Considerando v = u®™ — u~, notamos que u* € H'(Q) ya que v € H' (). Elija v = u~ > 0 y note que
utu™ =0y

OS/Vu-Vu_dx:—/ |Vu~|?dz.
Q Q

Como u~ |pa= 0, se tiene que u~ = 0 en 2. Por tanto u > 0. O

Una consecuencia importante del principio del méximo es,

Lema 1.10. Sea u una solucion débil de

“Au=f, Q
{u =g, o09.
FEntonces,
[ull @) < C([[fllz=@) + 9]l = @09)):
para una constante C = C(2) > 0.

Proof: Considere la funcién
_ u(z)
[ fll 2o ) + lgll=a0)”
Queremos probar que |@| < C en 2, con C = C(£2) > 0. Note que @ es solucién de
—~Au=f 9,
u =g, on.

donde [g],|f| < 1. Como © acotado, elija R > 0 suficientemente grande tal que Q@ C Br(0). Considere la
funcién
RQ 2
w(e) = =5+ 1,
que es solucién de

—Aw =1, Q,
w > 1, o9.

Luego, por el principio de comparacién se deduce que @ < w en {2, y note que w < C para C = C(R) > 0.
Esto nos dice que @ < C en Q. El argumento es simétrico para —i, lo que nos permite mostrar que |@| < C
en ).

O

Por tultimo, otro resultado importante es el lema de Hopf. Diremos que 2 satisface la condicién de bola interior
siempre que exista p > 0 tal que todo punto de 9 se puede alcanzar por dentro por una bola de radio p,
contenida en Q. Es decir, para todo x € 01, existe B,(y) C 2 tal que x € 0B,(y).

Lo anterior es técnico, pero valido para dominios C2. También lo satisface todo dominio que sea complemento
de un conjunto convexo.

Lema 1.11 (Lema de Hopf). Sea Q C R™ un dominio que satisface la condicién de bola interior. Seau € C(Q)
una funcion arménica y positiva ne QN By con u > 0 sobre 92N Bs.

Entonces, u > cd en QN By para algin ¢ > 0 y d(z) = dist(z, Q°).



1.4. Propiedad de la media y teorema de Liouville. Si u es arménica en {2, entonces
u(z) :][ u(y)dy, VB,(xz)C .
B, (x)

Se dice que lo anterior es la propiedad de la media. De hecho, si u € C (Q) satisface la propiedad de la media,
entonces —Au = 0 en 2.

La gracia de la propiedad de la media es que podemos dar otra definiciéon de funcién armonicas débiles en
términos de funciones localmente integrables.

1

1oc(2) es débilmente super-armodnica en Q si el mapa

rwimﬂmw@, (4)

Definicién 1.12. Diremos que u € L

es mondtono decreciente para v € (0, dist(x, 092)).
Introducimos dos lemas técnicos que seran tutiles cuando se vean problemas de frontera libre.
Lema 1.13. Sea Q C R™ y {wy}nen una sucesion de funciones uniformemente acotadas w.Q — R que

satisfacen (4) y que convergen puntualmente a w: Q — R. Entonces w satisface (4).

Proof: Sea ws := w el limite y defina ¢, (1) = JCB,,(x) wy. Observe que ¢, ,(r) es decreciente en r para

todo n € N. En particular, para 0 < r; < ro < R se tiene que ¢z ,,(r1) > @z, (r2) para todo n € N. Tomando
n — oo y usando que wy,(z) = w(x), se obtiene por convergencia dominada que

@x,w(rl) > <)0$700(r2)v

es decir, wo, = w satisface (4). O

Lema 1.14. Asuma que w es acotada y satisface (4) en Q@ C R™. Entonces, mddulo cambiar w en un conjunto
de médida cero, w es semicontinua inferior.

Proof: Dado que el promedio es mondénoto decreciente. podemos definir wq(x) := lim, oo fB,. () W entonces
wo(x) = w(x) si x es un punto de Lebesgue y por tanto wg = w casi en todas partes de .

Sea T € Q0 y x, — T. Entonces por convergencia dominada y lema de Fatou,

][ w = lim w < lim inf wo (z),
B, (%) k—o0 B, (zx) k—o0
para 0 <7 < % dist(Z, 02). Tomando r — 0 en el lado derecho, obtenemos

wo(T) < lim inf wo(xy),
k—o0

lo que prueba que es semi-continua inferior. O
Theorem 1.15 (Teorema de Liouville). Toda solucién acotada de —Aw =0 en R™ es constante.

Proof: Si u es arménica y acotada en R™ ya sabemos que es suave. Por tanto, cada una de sus derivadas
estan bien definidas y son armoénicas. Por la propiedad de la media y el teorema de la divergencia, se tiene
para cualquier z € R™ y R > 0,

C
n D
R /BR(x)

Usando que |u| < M en R™, se tiene que

|Oiu(z)| =

Cn Yi c
[l < [l
R jQBR@Q lyl ‘ R™ JoBp(a)

e M

R

0u(z)| < %\8BR(:E)|M = %|8B1(:c)|R”*1M = 0, R— oo

{{1.20}}
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De hecho, hay una mejor versién para funciones de crecimiento polinomial.

Proposicién 1.16 (Teorema de Liouville con crecimiento). Suponga que u es solucién de —Au = 0 en R™
que satisface |u(x)] < C(1+ |z|7) para todo x € R™, con v > 0. Entonces u es polinomial de grado a lo mds

1]

Proof: Defina ug(z) := u(Rz), luego —Augr = 0 en R™. Como es acotada, obtenemos que

Rk||DkuHL°°(BR/2) < ||DkuRHL°°(Bl/2)
< CkH“RHLOC(Bl) = CkHUHLOO(BR) < CpR".
En particular, si k = |y] + 1, se tiene que
”Dku||L°°(BR/2) < CRRF =0, R — .

Se sigue que D*u = — en R™ y por tanto u es polinomial de grado k — 1 = |v]. (]

1.5. Existencia de soluciones: principio de comparacién. La idea del método es probar la existencia de
una solucién viscosa u € C(£2). Para la ecuacién de Laplace, esta nocién coincide con las soluciones débiles.
En ambos casos se puede probar que son C* ().

Definicién 1.17. Una funcién u € C(Q) se dice sub-arménica en el sentido viscoso si para toda funcién
v € C? tal que v toca a u por arriba en x € 2, entonces se tiene —Av(z) < 0.

Observacién 1.18. Que v toque por arriba a u en x € Q quiere decir que v > u en Q y que u(z) = v(x).

Observacién 1.19. Diremos que u € C(2) es armdnica si es sub y super-arménica en el sentido viscoso.
(Recuerde que en el sentido cldsico, arménico exige u € C%(Q))). De la misma forma, el minimo de dos
funciones super-armdnicas es super-armonica.

Proposicién 1.20. El mdzimo de dos funciones sub-armoénicas es sub-armdnica. Es deicr, si uq,us € C()
es sub-armdnica, entonces v = max{uy,us} es sub-armonica también.

Proposicién 1.21. Sea Q C R™ un dominio acotado y asuma que u € C(Q) satisface,

—Au >0, Q,
u >0, oN.

en el sentido viscoso. Entonces u > 0 en €.

Proof: Luego de reescalar, basta usar Q) C Bj.

Suponga que u tiene un minimo negativo en 2. Como u > 0 en 052, se tiene que mingu = —d con § > 0 y el
minimo se alcanza en €.

Considere € € (0,6) y v(z) := —k + e(Jz|*> — 1) con k > 0 para & libre. Note que u —v > 0 en 9. por lo que
podemos elegir £ tal que ming(u — v) = 0. Por tanto existe o € 2 tal que u(zo) — v(xg) = ming(u —v) = 0.
Con tal eleccion de k, v toca a u por debajo en zg € 2, lo que en términos de solucion viscosa dice que

—Av(zg) >0

- ?

pero Av = 2ne > 0, lo que es una contradiccién. O

Gracias a la maquinaria anterior, podemos probar la existencia de una solucién viscosa al problema de Dirichlet
de la siguiente manera. Sea

Sy :={v € C(): v es sub-arménica y v < g en 9N},



y defina el supremo puntual

u(x) = sup v(x).
vES,

Entonces se puede probar que, si Q es regular y g continua, entonces u € C(Q) y Au =0 en € con u = g en
09). Este método es cldsico y se conoce como el método de Perron.

2. DESIGUALDAD DE HARNACK

La gracia de este resultado es que nos entrega un principio del méximo cuantitativo. Cuando digamos u € H'
armonica, nos referimos en el sentido débil.

Theorem 2.1 (Desigualdad de Harnack). Asuma que w € H'(B) es una funcién arménica no negativa en
By. Entocnes el infimo y el supremo de u son comparables en By ;5. Es decir,

—AU:O, Bl;
u>0 B;.’

entonces

sup u < C inf wu,
Bi/2 B2

para alguna constante C = C(n) > 0.

Proof: Usamos la representacién por el kernel de Poisson

_. (= f2)u(z) .
u(z) = n/aB1 PR dz.

Observe que para z € By y 2 € 0By, se tiene

3\" 3

Como u > 0 en By, obtenemos para todo z € By, que

c! u(z)dz <wu(z) < C u(z)dz,
0B, 0B1

donde C' = C(n) > 0. En particular, para 1,z € By y se tiene que u(x;) < C?u(x5). Tomando fnifmo en
y supremo en 1 se concluye. (|

Observacién 2.2. Por principio del mdzimo cuantitativo nos referimos a lo siguiente. Suponga que u > 0
en By, entonces no sélo sabemos que u > 0 en By por el principio del mdximo fuerte, si no que Harnack
nos dice que u > C ™1 supp, , u en By 3 para C = C(n) > 0. Es decir, podemos obtener todas los valores de la
cota inferior.

Observacién 2.3. El radio de la sequnda bola no es tan importante. Si consideramos B, con p < 1, la
constante C de la desigualdad queda dependiendo de p ademds de n. Ademds, podemos iterar el argumento
para obtener que si —Au =0 y u >0 en By, entonces

supu < —— inf u,
B, (1—p)" B,

donde C = C(n, p) > 0.

Por Harnack, ahora es de interés estudiar la oscilacion de una funcién arménica, que se define en un dominio
Q como

oscq U := sup u — inf u.
o) Q
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Corolario 2.4 (Decaimiento oscilatorio). Sea u € H'(By) una funcién arménica en By. Entonces
0SCR, , U < (1 —0)oscp, u,

para algin 6 > 0 que depende solo de n.

Proof: Sea w := u(x) —inf g, u, que claramente cumple w > 1 en By y 0SCB, ,, = OSCB, , U Como Aw =0 en
Bi, por la desigualdad de Harnack,

sup w < C inf w,
B2 Bi/2

lo que nos dice que

1 1
OSCR, ,, U = 0SCp, , w = sup w — inf w < <1 - ) sup w < <1 - ) sup w.
By/» B2 c B2 C) B

Notando que supg, w = oscp 1u, se concluye. (I

Observacion 2.5. Mostramos que la desigualdad de Harnack siempre implica el decaimiento de la oscilacion.
En general, tenemos que

(Desigualdad) ( Decaimiento ) (Regulam’dad)

de Harnack de Oscilacion Hélder
La desigualdad de Harnack y el decaimiento de la oscilacion son invariantes bajo reescalamiento, es decir,

Corolario 2.6 (Versiones reescaladas). Sea u € H(B,) tal que —Au =0 en B,. Entonces
(1) Desigualdad de Harnack: Siu >0 en B,, entonces

sup u < C inf wu,
B,./Q B'r-/2

para algin C que depende solo de n.
(2) Decaimiento de oscilacidn: Se tiene

osc B, ou < (1 —0) oscp, u,

para 0 > 0 chico que depende solo de n.

Proof: Defina @(z) = u(rz), que satisface A% = 0 en By, por tanto la desigualdad de Harnack dice

supu=supu < C inf @ = C inf u.
B> Bi)s B2 B, /2

De la misma forma,

0scp, ,, u = oscp, , & < (1 —0)oscp, @ = (1 —0)oscp, u,
por el decaimiento de oscilacién. O

Una consecuencia cuantitativa del decaimiento de la oscilacién probado anteriormente es la regularidad Holder
de las soluciones.

Corolario 2.7 (Regularidad Hélder). Sea u € H*(B1) N L™ (By) tal que —Au =0 en B;. Entonces

[ullcoe(m,z) < Cllullzes),

para alguna constante o > 0 y C que dependen solo de n.

Proof: Escriba @ := (2|ul| L (p,)) 'u, entonces @ € H'(By) N L>(By) =A@ =0 en By y ||illpe(p,) < 1/2.
Ahora basta probar [[@|co.a (s, ,) < C.

Suponga que ||ul[(p,) < 1/2, queremos probar que

lu(z) —u(y)| < Clz —y[%, Va,y € By,



para «a suficientemente chico. Sin pérdida de generalidad, asuma que y = 0.Sea = € By, y sea k € N tal que
x € By—x \ By-x-1. Entonces

|u(x) — u(0)] < oscg-2ru < (1 —0)Foscp, u < (1—0)F =27k,
donde @ = —log,(1 — 6). En otras palabras, usamos el decaimiento de la oscilacion reescalada k veces. Como
27k < 2|x|, se tiene
u(z) = u(0)] < 2%z|* < Clz|*,
como queriamos probar.

O

Otra consecuencia importante de Harnack es el teorema de Liouville para funciones armoénicas no negativas.
Corolario 2.8. Sea u una funcion armdnica no negativa. Es decir, uw >0 y —Au =0 en R™. Entonces u es

constante.

Proof: Sea v = u — infgn u, donde el infimo se alcanza gracias a que u > 0. Entonces por Harnack se tiene
para cualquier R > 0 que

supvﬁCinfsz(infu—infu) — 0,
Br Br Br R™

cuando R — oo. Es decir, supg» u = infg» u, por lo que u es constante en R". (I

2.1. Desigualdad de Harnack con lado derecho.
Theorem 2.9. Sea f € L*°(By) yu € H'(By). Entonces,
{—Au —f, By,
u>0 B;.
implica que

supu < C (inf u+ ||f||L°°(B1)) ;
Bl/2 Bl/2

para algin C dependiendo solo de n.

Proof: Queremos descomponer la solucién u = v + w donde v y w son soluciones de

—Av =0, By, —Aw = f, B,
v = u, 0.’ w =0, 0.
Por tanto, se tiene del Teorema y del Lema que
supv < C inf v, supw < Ol fllze(By)-
Bi/z EVE B
Se sigue que

sup u < sup v + C|| f|| oo (5,)
By/s B2

< C inf v+ ClfllLe(s))
1/2

<0t wt Iflu=ca )
1/2

donde notamos que usamos v < u + C|| f|| L~ (p,)- Esto prueba el resultado. O
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Al igual que en el caso homogéneo, podemos obtener un decaimiento de la oscilacién.

Corolario 2.10. Sea f € L>°(B1) yu € H'(B1). Si —Au= f en By y f € L>°(B1), entonces
0SCR, ,, U < (1 —-0)oscp, u+ 2||f||Loo(Bl)7

para algin 6 > 0 dependiendo solo de n.

Observacién 2.11. El problema es que cuando tenemos lado derecho, la ecuacion —Au = f y la desigualdad
de Harnack ya no son invariantes bajo reescalamiento en x. Esto se sigue de que si usamos t(x) = u(rx),
entonces Ati(x) = r2f(rx) en By, por lo que

sup @ < C (inf i+ 2r2f||Loo(B,-)) )
By s B2
y por tanto,

supa < C <inf ﬂ+2r2||f||Loo(BT)) ,
Br/a Bz

con C' = C(n) > 0, por lo que repitiendo iterativamente el proceso, obtenemos un radio cada vez mds chico en
el lado izquierdo y por tanto r?f(rz) se hace cada vez mds chico.

A pesar de la observacion anterior, con lado derecho ain tenemos regularidad Holder.

Corolario 2.12 (Regularidad Hélder). Sea f € L®(By) y u € HY(B1) N L®(By). Si —Au = f en By,
entonces

[ullco.a s, 5) < CllullLo(my) + 1fll Lo (B1))s
para alguna o >0 y C = C(n) > 0.

Proof: Denote @ = (2|ul|=(p,) + || flle(B1)) 'u, entonces @ € H'(By) N L>(By) satisface —i = fen By
con ||@| oo (By)s | Lo (B,) < 1/2. Basta probar ||i|co.(s, ,) < C.

Luego de dividir por constantes, podemos asumir que ||ul|z~(p,), | fl|z~(5,) < 1/2. Por el Corolario, se tiene
que

[u(wo) — u(0)] < Clzol®, Vxo € Byjas
donde C' = C(n) > 0. Por tanto primero veremos que basta probar en el caso no homogéneo que

oscg-2ru < C27% Yk > ke, (5)
para algin a,C > 0y ko € N, las tres dependiendo de n. Sea k € N tal que © € By« \ By—r-1, si k < ko,
entonces |z| > 27k~ y

lu(z) — u(0)| < oscp, u <1 < 20kotD)|pje
Por otro lado, si k > ko, por (5),

lu(x) —u(0)] < oscg-2x u < C27%F < C2%)2|%,
donde en la tltima desigualdad usamos que |z| > 27%~1. Esto prueba que basta probar (5).

Sea k € N con k > ky donde queremos escoger apropiadamente ky. Defina
a(x) = u(rz), r=2"F"

Entonces @ satisface —Aw = —r? f(rx) en By. El Corolario (2.10) implica

0sCp, , U < (1 —0)oscp, @+ 27ﬁ2||f||Loo(BT.).

Dado que oscp, @ = oscp, ,,, u and || f|[L~(p,) < 1/2, se tiene

w4 47F2,

Leugo, tomando ko suficientemente grande para que 4~%0F! < §/2. Entonces

oscp, , u < (1-0) 0SCB, 4 1



0
oscg-2x u < (1 —6)oscp, ., u+t 54160—1c.

por induccién, se termina probando que

0 0

oscp2x u < (1 — 0)20ho=k) 1 54’@0*’6 < (1 — g)20tko—h) 4 52“(’%*’9)
= (1 — 9) ga(ko—k) _ ga(ko—k—1)
2 ’

donde 1 — /2 = 2%, Por tanto, (5) se tiene con C = 2%,
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