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1 Solucion de la ecuacion de Laplace en algunos dominios.

1.1 Separacion de variables

Considere la siguiente ecuacion de Laplace en un dominio rectangular,

Uzz +Uyy =0, (x,y) € [0, L] x [0, M],
u(0,y) =u(L,y) =0, ye[0,M],
u(z,0) =0, u(z, M) = sin(Zx).
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El método de separacion de variables propone una solucién del tipo no nula
u(z,y) = X(2)Y (y) # 0.

Reemplazando en la ecuacion obtenemos la siguiente igualdad para A > 0.

X'(z) _ Y"(y)

= =\
X(z)  Y(y)
De donde desprendemos dos EDOS:
X"+ XX =0, {Y”—)\Y—O
X(0)=X(L)=0. -

El primer problema se conoce como el problema de Sturm-Liouville. El polinomio caracteristico viene dado
por m? + X\ = 0. Por tanto obtenemos soluciones

X(x) = Asin(vVAz) + Beos(VAz), A,BeR*

Imponiendo las condiciones de frontera se sigue que B = 0y que

X(L)=0= Bsin(VAL), B#0.

Por tanto, encontramos soluciones que satisfacen
VAL =kn, keN,
de donde A\, = kf” Estos son los valores propios asociados al problema de Sturm-Liouville, mientras que

Xi(a) = Apsin(y/Aa),

son las funciones propias. Podemos abusar de notacién y tomar solamente Xy (z) = sin(y/A;xx), como ver-
emos mds adelante.

Con esta solucidn, podemos resolver la otra EDO y obtener las soluciones
Yi(y) = Cre¥V* 4 Dpe™ VM = Oy sinh(y/Apz) + Dy cosh(y/Ap),

donde la dltima igualdad hace que el sistema sea mas facil de trabajar. Con esto, la solucién del sistema para
k € N viene dada por

up(x,y) = Xp(x)Yi(y) = Apsin(y/A\pz) [Ck sinh(v/Apz) 4+ Dy, cosh(\/rkw)} ,



donde podemos absorver Ay por Cy y Dy, explicando por qué podemos tomar A; = 1. El sistema que
estamos estudiando es lineal, por lo que por el principio de superposicion se tiene que

u(z,y) = Y sin(v/A) [Cpsinh(v/Ay) + Dg cosh(y/Axy)] -

keN

Ahora queremos imponer las condiciones de frontera con respecto a y. Note que
u(x,0) = 0= sin(v/ M) - Dy,
keN
por tanto, Dy, = 0 para todo k£ € N, lo que nos deja con la solucién
u(z,y) = Z Cl sin(v/ Agx) sinh(v/ Ary),
keN
usando la segunda condicién de frontera:

u(z, M) = Z C sin(v/Apz) sinh(y/ A\ M) = sin <7Zx> .

neN

Esto nos dice que para k = 7, Ay, = m y A, = 0 paratodo k € N\ {7}. Por tanto, la solucién final

es
B sin (—kzx) sinh (]%Ty)
uny) = =50 (T=AD)

En esencia, el problema se reduce a lo siguiente:

1. Proponer la solucién por separacion de variables no nula.

2. Resolver el problema de Sturm-Liouville, encontrando valores y funciones propias.
3. Encontrar solucién por principio de superposicion.
4

. Aplicar las condiciones de frontera con respecto al segundo problema, para fijar las constantes.

1.2 Ecuacion de Laplace en el disco
Ahora veremos qué pasa si intentamos resolver una ecuacion de Laplace en el disco. Recordemos que en

coordenadas polares el Laplaciano se puede escribir como

ST o2 T rar T rZoee

Considere entonces el siguiente problema de valor inicial



U Frur +ugp =0, 1<r<2,0<6<m,
ug(r,0) = ug(r,m) =0, 1<r<2,

u(l,0) =4, 0<6<m,

ur(2,0) =145cos(d), 0<0<m.

Buscamos una solucion no nula de la forma

u(r,0) = R(r) - O(0).

Reemplazando en la EDP anterior, obtenemos
7“2R” N TR/ B @// B
R R 6
donde A > 0. Al igual que en el problema anterior, si A < 0 obtenemos soluciones nulas. De ac4 obtenemos
dos sistemas

—,

0" -8 =0, 2 pr /
{7“ R4+ rR + AR =0.

0'(0) = ©'(r) =0.

El polinomio caracteristico nos dice que ©(0) = Asin(v/—Af) + B cos(v/—A). Con las condiciones de
frontera, obtenemos que

oo
Ap = —n2, ©(0) = co + Z ¢ cos(nd)
n=1
La otra ecuacion es del tipo Cauchy-Euler. Reemplazamos por R(r) = r®, de modo que obtenemos

r2ala —1)r* 2 + rar®™t + @ =0,

de donde se deduce que a(av — 1) + o + A = 0. Por tanto, & = £+/—A\. Para A = 0, obtenemos que
R(r) =c1 + c2In(r).
Para )\, = —n?, se tiene que

R(r) =c1r™ + cor™ ™.

Usando superposicion,

o0
u(r,0) = ap + boIn(r) + Z cos(nf)(an,r™ +b"r™").
n=1
Por las condiciones de frontera, tenemos que como u(1,60) = 4, a9 = 4y a,, + b, = 0. Por otro lado,
uy(2,0) = 1+ 5cos(f) nos diceque b+0/2 =1,1-a12 "1 —1- 527" =5y na,2" ! —nb,27" =0
para todo n € N'\ {1}. Con estas condiciones, encontramos que

apg=4, byp=2, a1=4, b =—4, an:anO,VREN\{O}.



Por tanto, la solucién viene dada por

u(r,0) = 44 21In(r) 4 cos(0)(4r — 4r71).

Observacion 1.1. Este método también se puede usar para resolver problemas de evolucion como la ecaucion
de ondas y la de calor.

1.3 Transformada de Fourier

En R” podemos definir la transformada de Fourier F : L?(R") — L?(R") como

Fu)() =€) = / e~y () .

n

Esta aplicacion tiene una inversa, y de hecho, tenemos un isomorfismo isométrico. La férmula de inversién
de Fourier dice que 71 : L?(R") — L?(R") dada por

F(u(€)) = / €T Ea(E)de.

n

Tenemos las siguientes propiedades.

Proposicién 1.2. Dadas ¢, € L*(X2), se tiene usando que D; = %

0
693]"

- (DY9)(§) = £20(8).
5. (2%6)(€) = D6(€).
En particular al intentar resolver el problema de Poisson en R™:
—Au = f(x),
aplicamos transformada de Fourier para obtener
€l*a(€) = £(8),
de donde deducimos que )
OR

bajo suficiente regularidad. Por tanto, la solucién analitica bajo este supuesto es que

_ i (1Q
u(z) =F (,5‘2>
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Ejemplo 1.3 (Resolviendo la ecuacion de Calor). Al intentar resolver el problema dado por
Ou—Au=0, ze€R" t>0.
Podemos usar la transformada de Fourier en espacio. Con esto, obtenemos
o+ |€*a = 0.
Esto es una EDO en tiempo, cuya solucion viene dada por
A, t) = Ae 1€,

Para encontrar u, usamos inversion de Fourier, de donde obtenemos

—|a|?/4t
u(z,t) = AF ! (e"g‘z't) _c o

Esta dltima expresion es importante, en la literatura se conoce como el kernel de calor.

1.4 Qué esperar de la charla

El primer punto es que, en la mayoria de los casos, el dominio no nos acompafia geométricamente. Es decir,
no podemos contar facilmente con un dominio que permita describir la solucién de manera explicita, por lo
que nos gustaria desarrollar herramientas para la existencia y, ojald, unicidad de soluciones en esta clase de
problemas.

El método de separacion de variables se extiende a ecuaciones de ondas 97 — A = 0 y ecuaciones de calor
0y — A = 0. En ambos casos, la propuesta de solucién viene dada por

u(t,z) =T(t) X (z),

de modo que obtenemos el problema de Sturm-Liouville a X (z) y el problema temporal asociado a T'(t).
Esto permite que podamos escribir de manera abstracta lo que se conoce como el problema de Cauchy ab-
stracto.

Otro punto importante es sobre la regularidad de las soluciones: Dado que A es un operador diferencial de
orden 2, uno espera soluciones cldsicas de clase C(€2), donde 2 es el dominio en estudio. Varias de las EDP
que se estudian no admiten soluciones en este espacio, por lo que debemos debilitarlo. Para ello debemos
introducir los espacios de Sobolev.

Finalmente, queremos extender la teoria anterior a variedades. La buena noticia es que solo debemos pedir
particiones de la unidad para que todo funcione. Si el tiempo alcanza, veremos ademds algunas aplicaciones.



2 Algunos espacios funcionales

Aqui las principales referencias son [1, 2].
Durante esta seccidn consideraremos 2 C R™ un dominio abierto y acotado. Sea ademds 1 < p < co.

Definicion 2.1. Definimos el espacio de Sobolev de orden 1 en LP(£2) como

Wl’p(Q):{ueLp(Q):Elgl,...,gNeLp(Q):/u~g;0 :—/giwp, VQOECSO(Q)}.
Q i Q

Estos espacios tienen buenas propiedades. W1P(Q) es un espacio de Banach, y, en particular, H!(Q) :=
WL2(Q) es un espacio de Hilbert. El producto interno asociado viene dado por

"/ Ou Ov
(u, v) g1y = (U, v)r200) + g <,> .
A L2(Q) i1 8951 (%Z LQ(Q)

Mas en general, tenemos

Definicion 2.2. Para m > 2, definimos
WmP(Q) = {u € IP(Q) : Vo : |a] < m,Tga € LP(Q) : / uD%p = (=1)l°! / o, Vo€ ch(Q)} .
Q Q

Aqui, usamos la notacién de multi-indice o = (v, . . ., ay,). Ademds,

oy = dloly
Ox {1 0xg? - - drpn’

D

La norma asociada al espacio W*?(Q) es

lullwmey =Y D%llp,

0<|a|<m

con la que se vuelve un espacio de Banach. De la misma forma, en H™(€2) := W™2({)) tenemos

(u, v) gm(q) = Z (D%u, D*v) 12(qy),

0<|a|<m
donde H™(£2) se vuelve un espacio de Hilbert.

También podemos definir los espacios de Sobolev con respecto a la transformada de Fourier cuando traba-
jamos en L?(2).

Definicion 2.3. Definimos los espacios de Sobolev H*(§) como

H3(Q) := {u e L*(Q) : /Q(l + 1618 |u(z) | dr < oo}
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La gracia de la definicién anterior es que, ademas, permite extender los espacios de Sobolev a derivadas
fraccionarias.

En esencia, hasta el momento solo podemos llevar registro del orden de las derivadas, pero nada de cémo
llevar registro de las condiciones de frontera. Para ello necesitamos una nocién mas abstracta de fraza, que
responde a la pregunta de como lograr evaluar funciones en la frontera.

Definicién 2.4. Definimos los espacios HE(Q) como

HE(Q) = {u e H¥(Q) : D*u € L*(Q), Y|a| < k, D% = 0 en 09}

A partir de esta clase de espacios buscamos dos cosas: Permitir definir de manera apropiada el operador
espacial y, ademads, obtener un método para probar que soluciones débiles convergen a soluciones fuertes. El
primer problema se soluciona gracias a los siguientes espacios.

Definicion 2.5. Para 1 < p < oo, definimos Wol’p(Q) como la clausura de CL(2) en WHP(Q).
En particular, definimos H} (Q2) = VVO1 2(2). Ambos se extienden de manera natural para m > 2.

Observacion 2.6. En estos espacios buscamos “evaluar en la frontera”. Esto iltimo es un golazo. (; Cémo
evaluamos clases de equivalencias en un conjunto de medida nula?). La manera rigurosa de sobrepasar
esto es definiendo un operador traza, pero no nos da el tiempo para eso.

Otra propiedad interesante es que tenemos la siguiente estimacion.

Theorem 2.7 (Desigualdad de Poincaré). Sea u € H}(S2). Entonces se tiene

/u|2d:n§0/ |Vu|*dz.
Q Q

Corolario 2.8. Si u € H}(S2), entonces las normas || - ”Hé(m MIIE H|H(§(Q) = [|Vul[12(q) son equivalentes.

Proof. Basta notar que que para u € H}(£2), por la desigualdad de Poincaré,

IVull 20 < lullag) + IVuld < K[ Vull7zq

El segundo problema se resuelve con el Teorema de Rellich-Kondrachov.

Theorem 2.9 (Rellich-Kondrachov). Suponga que ) es acotado y de clase C'. Entonces tenemos las sigu-
ientes inyecciones compactas.

1. WhP(Q) < LY(Q) para todo q € [1,p*) con 1/p* =1/p —1/N sip < N.
2. WHP(Q) — L9(Q) para todo [p, +00) sip = N.
3. WhP(Q) — C(Q) sip > N.



En particular, la inyeccion WP (Q) < LP(Q) es compacta para todopy N.

Aqui, entendemos un operador compacto 7' : © — F’ entre espacios de Banach como un operador tal que
T'(Bp) tiene clausura compacta en F' para la topologia fuerte.

2.1 Operadores diferenciales y espacios de Sobolev en variedades

A grandes rasgos la extension desde R™ a la variedad M no es una tarea tan dificil. Hay que adaptar los op-
eradores diferenciales al contexto de variedades, que ya se hizo en sesiones anteriores, pero que adjuntamos
por completitud. La parte mds dificil es definir los espacios de Sobolev en variedades, para lo cual usamos
particiones de la unidad.

Considere (M, g) una variedad Riemanniana compacta. Sea {u; : U; C R™ — M} un atlas para M donde
U; es compacto. Escriba {p; : M — [0, 1]} una particion de la unidad asociada a {U;}|;c;. Definimos
H?(M) como la completacién de C3°(M) con respecto a la norma

11175 ary == D llpidb © will 2 -

2.2 Espacios de Bochner

Hasta el momento solo hemos atacado problemas estacionarios. Para estudiar problemas del tipo hiperbdlicos
o parabdlicos necesitamos introducir un nuevo espacio funcional que nos permita compatibilizar regulari-
dades en tiempo y espacio.

Definicion 2.10 (Espacios de Bochner). Sea X un espacio de Banach. Definimos el espacio de Bichner
LP([0,T]; X) como el espacio de funciones:

T
D0.7:X) = {utta) [ u(®)lfedu(t) < o)
Se puede probar que estos espacios son de Banach.

3 Sobre la existencia y solucion

La idea de separacion de variables es que permite separar la parte espacial de la temporal. Formalmente, esto
se describe mediante la teoria de semigrupo de operadores para problemas de evolucién. Para problemas
elipticos tenemos Lax-Milgram.

Theorem 3.1 (Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilberty B : H x H — R una forma bilineal continua
y coercitiva. Sea f : H — R un funciona lineal continuo de H. Entonces existe un vinico elmeento v € H
que satisface

Blu,v] = (f,v), Vv e H.



Ejemplo 3.2. Considere Q C R" una regién de frontera C2. Pruebe la existencia y unicidad de soluciones
débiles para el problema

—Aut+u=f xe€l,

u=0, x€oiN,

donde f € L*(Q).

Usamos la formulacion débil y que C§°(S2) es denso en H{(S). Queremos, ademds, determinar la buena
regularidad del problema. Note que como f € L*(Q), —Au,u € L*(Q). Esto es suficiente para decir
que u € H?(Q). (Aqui, usamos algo conocido como regularidad eliptica). Por otro lado, la condicién de
frontera u = 0 en O nos dice que u € H}(SY). Por tanto esperamos a posteriori que u € H*(Q) N H ().

Sea ¢ € C§°(Q). Trabajamos sobre H}(Q). Multiplicando la ecuacion por ¢, integrando y usando la
condicion de frontera obtenemos que

/Vu-Vgo+u<p:/fgo.
Q Q

Esto hace que, de cierta manera, ya no tenemos que trabajar con el laplaciano. Denotamos por
B(u,v) = /(Vu -V + wv)dez, L(v) = / fudz.
Q Q

Por Lax-Milgram, el problema admite solucién vinica débil en HJ ().
Sea Q2 C R" region con frontera 0€2. Denote por Q y X a Q2 x (0,00) y 92 x (0, +00), respectivamente.
Theorem 3.3 (Existencia y unicidad para la Ecuacién de Calor Dirichlet). Considere el problema
Ou—Au=0, Q,
u=0, X,
u(z,0) = up(z), .
Si ug € L?(S2), entonces existe tinica solucion u(x,t) tal que

u € C([0, +00); L*(2)) N C((0, 00); H*(Q2) N Hy (%)),

u € C1((0,00); L*(92))-
Theorem 3.4 (Existencia y unicidad para la Ecuacion de Ondas).

Ru—Au=0, Q,
u=0, X,

u(x,0) = up(x), €Q,
ut(x,0) = vo(x), €.
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Suponga que ug € H*(Q) N HE(Q) y vo € HE(Q). Entocnes existe una tinica solucion del problema
anterior que satisface

u € O([0, 00); H(2) N Hy(2)) N CH([0, 00); Hy (2)) N C*([0, 00); L*(€2)).

Observacion 3.5. Gracias al teorema de descomposicion espectral, sabemos que podemos expandir —A
en términos de una base ortonormal {oy}ren C L*(Q) con valores propios {\; }ren. Los dos problemas
anteriores se pueden resolver usando el problema de Sturm-Liouville, al igual que en la primera seccion.

Ejemplo 3.6. Las condiciones de frontera pueden modificar la descomposicion espectral del operador. Con-
sidere la ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky lineal en el intervalo [0, 1].

Ot + Opgaatt + ANOzzu = 0.

Aqui, \ > 0 es el coeficiente de anti-difusion. Si tomamos ug(x) € L?(SY), podemos considerar el problema
con condiciones de frontera
w(0) = u(1) = Uz (0) = uge (1) =0,

y también con
u(0) = u(1l) = ug(0) = ug(l) = 0.

En el primer caso, denotamos por { i }ken ¥ {Vk }ken @ la base ortonormal de funciones propias y valores
propios respectivamente del problema de Sturm-Liouville

¢"+vp=0,  ¢(0)=¢(1)=0.
Resolviendo por separacion de variables, uno encuentra respectivamente
v, = n’n?, on(z) = V2sin(y/ A\z), neN.

Mds aiin, expandiendo soluciones en la forma
oo
w(w,t) =Y wi(t)er(z),
k=1

uno obtiene que
wi(t) = (—V2 + M) wn(t).

Note que los valores propios son no negativos. En el segundo caso, también encontramos una base ortonor-
mal Yy, con valores propios ji,. Sin embargio, obtener las expresiones explicitas es mucho mds dificil. Mds
atin, uno obtiene la siguiente cota:

tn < Vi, € N

Z?
En otras palabras, hay finitos valores propios no negativos.
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4 Analisis espectral del Laplaciano

Aqui usamos como referencia [3]. La parte de operadores diferenciales y los ejemplos vienen de este apunte

Primero recopilaremos algunos resultados sobre operadores diferenciales en variedades. Luego usamos esas
herramientas para estudiar el espectro del operador de Laplace-Beltrami.

Consideraremos una variedad Riemanniana M de dimensidén n con métrica g. Dada una funcién ¢ €
C°(M), sabemos que el mapa diferencial d,p : T,M — R es lineal para todo z € M. Por tanto, ex-
iste un campo vectorial en T'M, al que llamamos gradiente de ¢ y denotado V4¢ de modo que

Formalmente,

Definicion 4.1. El gradiente es el operador
Vg :C®(M) = Tee(TM),

de modo que

(Vgp,X)g=dp(X), X €Tlc=(TM).

En coordenadas locales, toma la forma

" 0o O
= Y —
Vggp Z g 8131 ax]’ '

ij=1
Por la linealidad y regla del producto del diferencial d, tenemos ademds que
Vgl +19) =Vep+ Vg, Vy(o-¢) =9 Vg +v-Vgp.

Para definir la divergencia, tomemos una n—forma w € " (M) y un campo vectorial X . Entonces podemos
definir la (n — 1)—forma txw € Q"1 como

LXw(Xl, PN 7Xn—l) = w(X, Xl, c. ,[L‘n_l),

donde X7i,...,X,,—1 son campos vectoriales en M. Como d(txw) es una n—forma, sabemos que debe
existir un namero div,, X como
d(ixw) =divy X - w.

Si wy es la forma de volumen de (MM, g), enotonces el nimero anterior se concoe como la divergencia de X.
A modo de operador, tenemos
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Definicion 4.2. El operador divergencia es el mapa
divy : Tgee (TM) — C™(M),

que hace
d(txwg) =divg X -wy, VX €T (TM).

En coordenadas locales para X = > 1, b; 3 o € Lo (T'M), tenemos

(bi+/| det g|).

divy X

\/ ] det g| Z 0x;
Definicion 4.3. El operador de Laplace-Beltrami en (M, g) es el operador
Ay : C®(M) — C>®(M),

definido como

Ay = —divy 0V,
Gracias a que V y div, son operadores lineales, se sigue que para ¢, ) € C*°(M),

Aglp +14) = Dgp + Agth.

Ademés, se tiene que
Ag(p-¥) = PAgp + 0Agh — 2(Vgp, Vi)

En coordenadas locales, tenemos que el operador de Laplace-Beltrami toma la forma

Ag:= Z (g [dot gl >
\/]detg 8551 Oz Z 5

Ejemplo 4.4. En R", tenemos la métrica euclideana Ggn. Como g; j(x) = 6;j, se tiene que

2
Agon = 0

grn - 2
€T
i=1 Ox;

Ejemplo 4.5. En el semiplano superior H = {(x,y) € R? : y > 0} con la métrica hiperbdlica

L0
gu(z.y)={% 1|
y2
En particular,
0? 0?
_ 2 2



Ejemplo 4.6. En la 2-esfera S* podemos usar coordenadas esféricas
T:(0,7) x (0,21) = S* CR3, (6, ) — (sin 6 cos ¢, sin fsin ¢, cos 0).

Por tanto, obtenemos la métrica

952(07¢) = <(1) SiI?Q 0) )

de donde obtenemos

A oL OO0y 1 9
952 = “5ing 00 \" 90 ) sin20 042

Ejemplo 4.7 (Importante). Considere f € C°°(M) y g una métrica sobre una variedad Riemanniana M.
Una deformacion conforme de g es una métrica § = el g. La idea es que este cambio modifica la distancia
entre puntos preservando los dngulos entre vectores. Se puede probar que

1. Vi=e¢7V,
2. divg(X) = divg(X) + Ze /X ().
3. Ay = e_ng + (1 — %) e_Qngf.

Ejemplo 4.8 (El Laplaciano conmuta con isometrias). Sean (M, gur), (N, gn) dos variedades Riemanni-
anasy ® : (M, grr) — (N, gn) una isometria. Probaremos que

DNg, " =" Ay, .
Pruebe que
1. &,V,,, ®* =V,

2. &, divg, ®* = divy,,.
3. Ay, P =P*A

am gN-

4.1 Teorema de Green

Theorem 4.9 (Teorema de la divergencia). Sea M una variedad Riemanniana’y X € U'ci (T M). Entonces

/dingwg:/ (X,v)oy,
M oM

donde v es el vector unitario normal a OM.

Theorem 4.10 (Teorema de Green). Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta con frontera OM.
Seap € CH(M)y ¢ € C*(M). Entonces

0
/M V- Agpwg = /M<ngv Vyd)wy — /8M¢ ) 87?‘79-
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Corolario 4.11. Si (M, g) es una variedad Riemanniana compacta sin frontera, entonces

<¢7 Ag@@g = <V91/J, vg¢>g-

Corolario 4.12 (Formalmente autoadjunto). Si (M, g) es una variedad Riemanniana compacta sin frontera,
entonces

<17Z}, Aggb>g = <¢7 Ag¢>g'
Corolario 4.13 (Positividad). Si (M, g) es una variedad Riemanniana compacta sin frontera, entonces

(Bg¢, d)g 2 0.

4.2 Espectro del Laplaciano

Queremos probar que toda funcién L? en una variedad Riemanniana compacta M se puede expandir en
términos de las funciones propias de A,.

Definicién 4.14. Una funcién propia f € H*(M) de Ay es una funcion no nula que satisface
Agf(x) = Af(x), VYaee M.

El valor A € R se dice valor propio de A. El conjunto de todos los valores propios de A se denomina el
espectro.

Theorem 4.15. Sea M una variedad Riemanniana compacta. Entonces el problema de valores propios
Af=Af, feH (M),
tiene contables valores propios { \y, } men con funciones propias ortonormales {vp, }men que satisfacen

Avpy = AU,

<Vg7)m, ngl> = )\m5ml.
Mds aiin, todos los valores propios son positivos, y cumplen que

lim A, = oo.
m—00

Para f € L*(M), tenemos
F=> (fo) r2anvis
1=0

donde la serie converge en L*>(M), y si f € H'(M) se tiene
(VolsVol) =Y Nlfvi) o
=1

15



Proof. Por la positividad del operador, A > 0. En particular A = 0 es siempre un valor propio. Defina

<vgf7 vgf>g

A = inf
! feH (M):f,, f=0  {f, f)g

>0,

y sea (fn)nen una sucesion minimizante en Hy = {f € H (M) : [,, f = 0} tal que

(Vofn, Vgfnlg

lim = /\1 .
n—00 < Lf > g
Podemos asumir sin pérdida de generalidad que || f,|| = 1 para todo n € N. Esto junto con el limite anterior

nos dice que
Vg fnll < K,

por lo que podemos extraer una subsucesion (f,,, )xen que converge débil a v; € H(M). Por el Teorema
de Rellich-Kondrachov, ( fn, )ren converge fuerte en L(M) a vy, por lo que

[oa]| = 1.

Ahora, gracias a que ||V, f|[12(ar) es semicontinua inferior para la convergencia débil en H (M) por la
desigualdad de Poincaré, se tiene que

A1 < <ngla vgU1> < nli_{go<vgfn> ngn> = A1,

por lo que
<vgvl’vgvl> =\
Ao Yorll ).
(v1,v1)
Suponga que (A1, v1), ..., (Am—1,Vm—1) ya se determinaron con \;, < Ay < -+ < A, y tales que
Ag’l)i = )\ivi,
y
(Vi, vj) L2 (M) = 0ij-
Definimos
H,={fecH (M): (f,u;)=0, Vi=1,...,m—1},
g V,f,V
Am = in Wl Vollg gf>g.
fed\{0} (f5 f)rean)
Por el argumento anterior, podemos encontrar v, € H con ||v,,|| = 1 de modo que

(VgUm, VgUm)

(U, Um)

Am = (Vgm, Vgum) =

16



En particular, como H,,, C H,,_ se tiene que \,;,—1 < Ap,. Ademas, H,, es un espacio de Hilbert por ser

el complemento ortogonal de un subespacio finito dimensional.

Afirmamos que
AgVm = ApVp,.

Por la definicién de )\, se tiene que paratodo ¢ € H,, yt € R se tiene

<vg(vm + typ), Vg(Um +tp)) >
(Um + 10, v + L) -

derivando con respecto a ¢t y usando que este valor es un minimo, se tiene que

0=2((Vgum, V) = Ap(Um, ), Ve € Hy,.

Por ortogonalidad para¢ = 1,...,m — 1, se tiene que

<ngm, vgvi> = <vgvia vg'Um> = )\i<'Uia Um> =0,

por lo que
<ngma vgcp> - )\m<vm7 90> =0, Vo € HI(M)

En otras palabras, v,, es una solucién débil de

/ VgUm (2)Vgp(z)+/| det g|dx, ..., dx, = )\m/ vm(x)p(x)/ | det gldzy, . .., dzy, Vo € HY(M).
M M
Por tanto, v,,, € C®°(M) y Avy, = AU,
Ahora, defina
a; = (f,vi)r2(ary, Vi€EN,

junto con

m

fn =Y i, pmi=f = fm

i=1

De este modo, ., es la proyeccion ortogonal de f en H,, 1, el subespacio de H generado por vy, . .., Um,.

Se sigue que
<¢M7vi>:07 Zzl,,m

Por la definicion de Ay, 41,
(nablagpm, Vgpom) > Am+1{Pm, om)-

17



De las estimaciones anteriores, (V ¢, V4 v;) = 0 parai = 1,...,m. Por lo anterior,

(Pmsom) = (5 £) — (fms fm)-

Por tanto,
<Vg80ma vg@m) = <ng7 ng> - <ngma vgfm>

Las cotas anteriores nos dicen que

{(Pm, om) < L(ng’ vgf>a
)\m—l-l

y como \,, — 00, se sigue que ¢,, — 0 en L?(M). Por tanto,

x
= li = Noy. 2
f_n—%gnoofm_;<favz>vh en L (M)
1=
Por tanto,
m
vgfm = Z Oéqjvg’Ui,
i=1
de donde se sigue,

<vgfm> ngm> = Z O‘zz<vgvi> Vg“i) = Z )‘10522
=1 =1

Ahora, dado que la sucesién es minimizante, (Vg fr, Vg fm) < (Vgf, V4 f) y como todo los A; son posi-

tivos, la serie anterior converge.

5 Aplicaciones

5.1 El problema de Yamabe

Aqui usamos el siguiente apunte como referencia.

El tensor de Ricci es de tipo (0, 2) covariante, simétrico y definido de la siguiente manera

X,Y €T,M, definimos
Rice,(X,Y) = tr(z — R(X, 2)Y),

donde R es el tensor de curvatura de (M, g), es decir,
R(X,Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ VixyZ-
Si{ei,..., ey} esuna base ortonormal de 7), M, se tiene que
n
Rice,(X,Y) =Y R(X,e;,Y,¢;),
i=1
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donde R denota el tensor de curvatura de tipo (0, 4)—covariante
R(X,Y, 2, V) = g(R(X,Y)Z,V).

La curvatura escalar es la funcion diferenciable s, : M — R que se obtiene de tomar la traza del tensor de
Ricchi. Usando la base ortonormal, la expresién viene dada por

sq(p) = ZRiCC(ez‘,ei) = Z R(e;i, e, e, €5).
=1

1<i,j<n

Si denotamos por K (e;, e;) a la curvatura seccional del subespacio tangente span(e;, e;), la curvatura escalar
de (M, g)enpes

sqg(p) = Z K(ei, ej),

1<i#j<n

es decir, un multiplo del promedio de las curvaturas seccionales.
A grandes rasgos, la curvatura escalar dice como la geometria de la variedad modifica el volumen de una bola.

Denotaremos por M, al conjunto de métricas Riemannianas de M. La clase conforme de g € M, que
denotamos por [g], es el siguiente subconjunto

lg] :={fg: f e CH(M)}.

Problema de Yamabe

Dada (M, g) una variedad Riemanniana de dimensién n, cerrada, compacta y sin borde con n > 3. ;Existe
una métrica h € [g] de curvatura escalar constante?

Consideremos una métrica h en la clase conforme [g]. Si escribimos a h como h = uP"~2g, conu € CZGH(M)

YPn= %, se tiene que su curvatura escalar esta dada por

s, = ul™Pn (anAgu + squ) = Lgy(u),

donde a,, = %.

El factor a, Ayu + syu que aparece en la parte derecha de la igualdad anterior corresponde a un importante
operador lineal llamado Laplaciano conforme de (M, g) y que notaremos con L. Una propiedad importante
del operador L, que utilizaremos a menudo, es su invarianza conforme. Es decir, si h = uPn=2 g, entonces
el Laplaciano conforme satisface

Ly(p) = u' 7P Ly(ugp).

19



En este caso, uP»~2g serfa una métrica de curvatura escalar f. Veamos que la igualdad anterior se satisface.
Sea h = uP»~2g una métrica conforme, luego en coordenadas locales (x!, ..., ™) tenemos

y o
Apf = — (h”\/deth]afj)

1 z”: o)
/| det h| i or’
V| det h| = uPr+/| det g|

Dado que

se sigue que

ij &p
e g L)

2 (i
dp
7]
( 2yl )
6 .
Yori

\/]detg

Z
:mz
]Z

_ Oy 2 Oy

= ]detg ]detg|a - tu i < \/|detg]8 ]>>
1

:Tpn_QAggp—u 7 (Vu, V)

Por otro lado, tenemos que para la curvatura seccional se satisface
Snip = u P (panAgu + squp)

De este modo, usando la definicién de Laplaciano conforme se tiene que

Lpp = anApp +ulgp

a 2a 1 _
= UT"_QAggo - #(Vgu, V) + chanAgu + s,u° P

=qyl7Pn (anulgp + aneAgu — 2a,(Vgu, V) + squp)
= ul_p"Ag(uga) + ul_psg(wu)
= ul_p”Lg(gpu).

En particular, estaremos interesados cuando f = c es constante . Es decir, buscamos soluciones positivas de
R
Ly(u) = cuPm™".
Esta ultima ecuacién recibe el nombre de ecuacion de Yamabe.
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Consideremos el funcional Y : [g] — R definido por

fM spdup,

helg] — Y(h):= Vol(1 h)nTﬂ

Si h = uP"~2g, su elemento de volumen es dv;, = uPrdvg. Aplicando la igualdad (6) podemos escribir el
funcional Y como

Sy Lgudvy [ anulgu+ squdo,

=2 =2
(o upndug) ™ (fyy upndug) ™

Luego, utilizando la férmula de Green | v WAgvdvg = i) 1 (Vu, Vu)dv,, obtenemos que

Y(h)

an|Vu|? + squ’dv
Y(h) — fM ’ ‘92 g 97

Pn

]

el funcional de Yamabe induce un funcional en C33 (M)

ue (M) — Yy(u) = Y (w2).

A este funcional también lo llamaremos funcional de Yamabe, y para no sobrecargar innecesariamente la
notacidn, también lo notaremos con Y, siempre y cuando quede claro la métrica que estemos usando. De
todas formas, gracias a la invarianza conforme de L, tenemos que

Ly, (v)vduy, utPn L (uv)vuPr dv
Vi) = Dfrledn _ Jy P Iy,

n—2 n—z
(fa vPnvn) ™ (Jay vPrupndug)
La relacion entre el funcional y la ecuacién de Yamabe queda establecida en la siguiente proposicién:

Proposicién 5.1. Sea v € CH(M). Luego, u es un punto critico de Y si'y solo si u es solucion de la
Y (u)

.
l[ullzr

ecuacion de Yamabe con constante c =
Proof. Una funcién u es un punto critico de Y si y solo si para toda ¢ € C°°(M) se tiene que

Y (u + t)

=0
ot t=0

Desarrollando el funcional de Yamabe obtenemos que
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+t +tp)d
Y (u + tp) (fM Chals (u2 2 vg)
ot 0 o |u 4+t 0
(fM u)u + 2tLy(u )80+t2Lg(90)<Pdvg>
~ ot |u+tel2, o

En la tltima igualdad, utilizamos que L, es un operador autoadjunto, es decir que satisface que || v Lg(u)pdvy =
Jas Lg()uvg, lo cual se deduce de la férmula de Green.

Tenemos que

/ 2Lg(u)pdug ||UH _2||U||2 b </ |ulPn™ Lo < udvg)
M M
[lullp,,

)
ZY(u+t
5 (u+tp)

Y (u)llull3,

,2.2
[ 2wty ) 1, ~ 2 ([ 1 odn ) v ([ jupnaeg)
full,
R L T M B
M M

[lull3,

[ 2y, )~ 2l ([ oo, ) v
M M

[lull,

(
:<
(
(

2 _
- QAA%W%WM&“W)M“UwMg

lull,

Por lo tanto, u es un punto critico de Y si y solo si para toda ¢ € C°°(M) se tiene que

[ (Eata) = Y@l ) e, = 0
M

lo cual es equivalente a que u sea solucion de la ecuacién de Yamabe con la constante anunciada, pues dado
que Ly (u) = clulPr~1, se sigue que
clulP =t = [Jul [P =2Y (u) [ufP" =" = 0

de donde se obtiene
Y (u)

i
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Es decir, la ecuacion de Yamabe es la ecuacién de Euler-Lagrange del funcional de Yamabe. Desde un
enfoque variacional, el problema de encontrar métricas de curvatura escalar constante en una clase conforme
es equivalente a encontrar puntos criticos de Y.

Notar que el funcional de Yamabe esta acotado inferiormente. En efecto, si s, > 0, entonces tenemos que

/ an|Vgul® + sqlul*dv,
M

Yw)= T2

>0

por otro lado, si 0 > s, > —o0, defina 5 = min 54, luego dado que podemos usar la desigualdad de Holder
para probar que

2 Pn—2

/ u2dvg < (/ up”dvg) o (/ 1dvg> o
M M M

tenemos que

2
n

s/ w2dvy > Sul?, vol(M, g)
M
y por tanto, podemos estimar inferiormente el funciona de Yamabe como
[ saluae, [ juae,
Y (u) > M >3 M

T i3, lull3,

Entonces, definimos la constante de Yamabe de (M, [g]) como

2
> svol(M, g)n

Y(M,[g]) := fjél[g}y(h) > —00

o bien equivalentemente,

YOI = _int V().
ueb>o

Observacion 5.2. De la igualdad (11) se ve que efectivamente la constante de Yamabe es un invariante de
la clase conforme. Es decir, si g y h estdn en la misma clase conforme se tiene que infuecg%( M) Yy(u) =
inf,eom (ar) Ya(u).

Notar que como |V|u|| = |Vu| para casi todo punto de M, se tiene que Yy(|u|) = Yy(u). Luego, en

la definicién de la constante de Yamabe podemos tomar el infimo sobre C°°(M) — {0} y la constante no
cambia.
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El enfoque variacional, es decir aquel que se centra en tratar de encontrar puntos criticos del funcional de
Yamabe, es el que utilizaron Yamabe, Triidinger, Aubin y Schoen para probar la existencia de métricas con
curvatura scalar constante. Probaron el siguiente teorema, cuya prueba discutiremos en la Seccion 5.

Theorem 5.3. Sea (M™, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimension n > 3. Luego, existe h € [¢]
tal que Y (M, [g]) = Y (h).

Corolario 5.4. Toda clase conforme admite una métrica de curvatura escalar constante.

En una clase conforme no puede haber dos métricas de curvatura escalar con distinto signo. En efecto, si s,
es una funcién positiva, luego para una métrica de la forma h = uP»~2¢g tenemos que

/ Agudvg—l—/ sgudvg:/ shup"_ldvg.
M M M

Por el teorema de la divergencia sabemos que

/ Agudvg =0
M

con lo cual,

0</ sgudvg:/ shupnfldvg.
M M

Por lo tanto, s; no puede ser una funcién no positiva, es decir, s;, > 0, excluyendo por su puesto a la funcién
nula, o bien s;, cambia de signo.

Del mismo modo si s, es una funcion negativa y h € [g], se tiene que s;, no puede ser una funcién no
negativa. Por otro lado, si s, es la funcién nulay h = uP2g, tenemos de (13) que

/ shup”_ldvg =0
M

con lo cual, s = 0, o bien es una funcién que cambia de signo.

De estas observaciones podemos deducir que el signo de la constante de Yamabe determina el signo de las
curvaturas escalares que admite la clase conforme:

Proposicion 5.5. Sea (M"™, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimensionn > 3 :
1. Y(M,[g]) > 0siy solo si existe h € [g] con s, > 0.
2. Y(M,lg]) = 0siy solo siexiste h € [g] con sp = 0.
3. Y(M,[g]) < 0siy solo siexiste h € [g] con s, <O.
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Proof. La condicién necesaria viene del Teorema anterior. Para la otra direccion, suponga que h es una
métrica con s, > 0. Por elTeorema anterior existe i € [h] = [g] con s;, constante que minimiza el funcional
de Yamabe. Se sigue que s; > 0, en efecto, para h = uP"~2g tenemos que

/sgudvg:/ Agudvg+/ sgudvg:/ shupnfldvg.
M M M M

Como s, > 0,, se tiene que s;, > 0, es decir, debe ser del mismo signo. Esto implica que

Y(M, [g]) = Y (h) = s; Vol(M, h)*/™ > 0.

5.2 Otro problema de geometria conforme

La gracia de los problemas de geometria conforme es que tipicamente se reducen a estudiar sistemas de
ecuaciones en derivadas parciales. Otro problema similar al de Yamabe es el de ()-curvatura.

La ()-curvatura es la mitad de la curvatura escalar para sueprficies, y para variedades conformementes planas
de dimensién 4, su integral es un maltiplo de la caracteristica de Euler.

Si (M, g) es una variedad Riemanniana compacta n—dimensional. Para n > 3, la Q—curvatura viene dada
por

1 2 n3 — 4n? + 16n — 16
=——— As, — ———|Ricc|? 2
e ekl o AR Y era s s R
Dado un marco local {e, ..., ey}, podemos escribir lo anterior como el operador de Paneitz:

n? —4n + 8 . n—
21— 2) div(sgVe) + 5

A 4
Pip = A%+ — div(Rice(Vig, e1)es) — @

Uno tiene propiedades similares a los del problema de Yamabe. Por ejemplo, bajo transformaciones con-
formes de la métrica se tiene que

P oag povdn a, = Py(pp) - phdpg.
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