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Resumen

Este documento trata sobre la estabilizacion interna de la ecuaciéon de Kuramoto-Sivashinsky
lineal. En primera instancia, se estudia el caso de un control interno de tipo feedback que
posee ganancias por determinar. Gracias al analisis espectral del operador, se logra identificar
una cantidad finita de valores propios que desestabilizan el sistema completo, obteniendo un
control explicito que estabiliza el subsistema finito dimensional inestable que se encuentra
desacoplado del otro subsistema infinito dimensional estable. Para el segundo problema se
consideran controles saturados y se vuelven a identificar los subsistemas finito dimensional
inestable e infinito dimensional estable, esta vez acoplados por la no linealidad de la satu-
racién. Se desarrolla una estrategia basada en argumentos de LMI y condiciones geométricas
para las saturaciones de modo que se pueda concluir la estabilizacién exponencial del sistema
completo gracias a que el sistema se encuentra en cascada.
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Abstract

This document deals with the internal stabilization of the linear Kuramoto-Sivashinsky equa-
tion. Initially, the case of an internal feedback control with undetermined gains is studied.
Through the spectral analysis of the operator, unstable eigenvalues are identified. An explicit
control is obtained, stabilizing the unstable finite-dimensional subsystem which is decoupled
from the other stable infinite-dimensional subsystem. For the second problem, saturated
controls are considered. Using the spectral analysis of the spatial operator, the unstable
finite-dimensional and stable infinite-dimensional subsystems are identified, this time cou-
pled. Exploiting the fact that the system is in cascade, a strategy based on LMI arguments
and geometric conditions for saturations are developed, allowing to conclude the exponential
stabilization of the entire system.
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1 Introduccion

La ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky es una ecuacion parabolica no lineal de cuarto orden
que en una dimension espacial se puede escribir como

Wi + Wager + Mgy + WWy = 07

donde A > 0 es el coeficiente de anti-difusién. Esta ecuacién fue presentada de manera inde-
pendiente por Kuramoto y Tsuzuki [15] en el ano 1975 como un modelo de turbulencias para
fenomenos de reaccion y difusiéon, mientras que en 1977, Sivashinsky [32] lo propone para
modelar la propagacion plana de llamas.

En este trabajo se busca contribuir a la literatura del problema de estabilizacion interna de
la ecuacion lineal, mediante controles de tipo feedback, en dos sentidos: El primero es para
un control interno lineal, mientras que el segundo utiliza controles saturados, que son de nat-
uraleza no lineal.

Debido a que la ecuacién es de tipo parabdlica, el argumento principal que usaremos para los
dos problemas se sustenta en el analisis espectral del operador espacial asociado a la ecuacién
de Kuramoto-Sivashinsky lineal. Este desarrollo se conoce en la literatura como método de
reducciéon espectral, o como método de descomposicion modal. Tipicamente, esta maquinaria
se aplica sobre operadores de Sturm-Liouville para estabilizar los valores propios inestables
del operador espacial junto con el método directo de Lyapunov. Esta estrategia se ha uti-
lizado para obtener un resultado de estabilizacion para una ecuacion de calor semilineal [13]
y también en [ 1] para una ecuaciéon de reaccion difusién, en presencia de una perturbacion
distribuida a lo largo del dominio. Para ver méas aplicaciones del método, se pueden consultar
las referencias [7, 8, 18, 29].

En cuanto a la estabilizacion de la ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky, en [14] se estudia la
ecuacion lineal junto a condiciones de frontera

w(t,0) =w(t,L) =0,
Wey (t,0) = Wee(t, L) = 0,

de modo que el tratamiento como operador de Sturm-Liouville facilita los céalculos y las
estimaciones para un funcional de Lyapunov asociado a la norma H'!, obteniendo un resultado
de estabilizacion rapida para esta norma. En particular, dado un valor propio o € R, queremos
resolver el problema se Sturm-Liouville

—Wgrzxr — )\wa::zz =ow,
w(t,0) = w(t,L) =0,
Wee (,0) = Wy (¢, L) = 0,

Observe que la ecuaciéon caracteristica asociada es

(D* + A\D? + 0)w = 0,

AV —4do
Dy 234 =% —y

con soluciones
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Procederemos por casos, en primer lugar suponga que ¢ = 0. Luego de la ecuacién carac-
teristica se sigue que
Dy =Dy=0, Ds,=+V)\,

por lo que la solucién del problema es
w(z) = A+ Bz + C cos(VAzx) + Dsin(VAz),
con segunda derivada
w”(z) = =\ (C cos(VAz) + D sin(\&x)) .
Imponiendo las condiciones evaluadas en 0, obtenemos
w(0) =0« A+C =0, w”(0) =0+=C =0.

Esto implica que A = C = 0. Utilizando estas constantes, se siguen del resto de condiciones
de frontera que

w(L) =0 <= BL + Dsin(VAL) = 0, w"(L) = Dsin(VAL) = 0.

Observando que A > 0 es un parametro conocido, la segunda ecuacién fuerza a que D = (
y reemplazando esto en la primera ecuacién, obtenemos que B = 0. Dado que estamos bus-
cando soluciones no nulas para el problema de Sturm-Liouville, se sigue que o = 0 no es un
valor propio, pues su funcién propia asociada es 0.

Veamos ahora el caso o < 0. Se sigue de los valores de D1 234 que A\* — 40 > 0, y por tanto,

A+ VA2 —40 >0, A=V —40 <0,

es decir, tenemos dos soluciones reales y dos complejas. Definamos los valores

o A+ —do 5= A4+ VA2 —4do
B 2 ’ _\/ 2 ’

luego las soluciones del sistema son de la forma

w(z) = Acosh(az) + Bsinh(ax) + C cos(Sz) + D sin(Bz),
y su segunda derivada es

w” (z) = o® [A cosh(ax) + Bsinh(ax)] — B2 [C cos(Bx) + Dsin(Bz)].

Imponiendo las condiciones evaluadas en 0, se sigue que

w(0) =0<=A+C =0, w(0)=0+= Aa® - Cp* =0,
notemos que utilizando la primera ecuacién, obtenemos que

A(a® + 8% =0.
Utilizando las expresiones anteriores podemos observar que
o + 5% = VN —do £ 0,

pues de lo contrario tendriamos que
2

A
\/)\2—4U:0<:>0':Z>0,

pero en este caso tenemos que o < 0. Se sigue que la expresiéon es no nula y por tanto
A = C = 0. Utilizando esta informacion para las siguientes condiciones de frontera, se sigue



Capitulo 1. Introduccién 3

que
w(L) = 0 <= Bsinh(aL)+Dsin(8L) =0, w”(L) = 0 <= Ba?sinh(aL)—DA*sin(BL) = 0.

Es decir, buscamos resolver el sistema

sinh(aL) sin(BL) B\ (0
a?sinh(al) —pB%sin(BL)) \D) — \0)"’
tomando determinante, encontramos la condicién
sinh(aL)sin(BL)(—a? — 5%) = 0.

Nos gustaria mostrar que, de hecho, esta condicién se satisface solamente cuando sin(8L) = 0.
Observe que sinh(aL) # 0, pues @ > 0y L > 0. Por otro lado, de un argumento anterior
sabemos que a? + 5% #£ 0.

Esto implica que se tiene la condicién sin(SL) = 0. Dicho de otra forma,
sin(fL) =0 <= fBrL =km, keN.

Al reemplazar este valor en w(L) = 0, se sigue que Bsinh(aL) = 0. Sin embargo, notamos
que sinh(aL) = 0 si y solamente si aL = 0, lo que no se tiene. Esto fuerza a que B =0y por
tanto las soluciones del sistema son

k
wg(x) = Dsin (;x) , keN.

Finalmente, revisamos el caso ¢ > 0. Supondremos en primer lugar que o < ’\72. Observe
que —A+ VA2 —40 <0y —A— VA2 —40 < 0, por lo que en este caso tendremos cuatro

soluciones complejas. Consideraremos

A=V —4do 5= A+VA2 —do
2 ’ _V 2 ’

de modo que la solucion del sistema viene dada por
w(z) = Acos(ax) + Bsin(ax) + C cos(Sz) + D sin(Bz),
con segunda derivada,
w’ (x) = —a® [Acos(ax) + Bsin(az)] — 82 [C cos(Bx) + Dsin(Bz)].
Imponiendo las condiciones de frontera nulas, tenemos que
w(0)=0<= A+C=0, w'(0)=0+= —a’A-p*C=0,

del que deducimos que A(3% — a?) = 0. Notando que

B —a? =X — 40 #£0,

esto implica que A = C = 0. Utilizando esta informacioén junto con el resto de condiciones
de frontera, se sigue que

w(L) = 0 <= Bsin(aL)+Dsin(8L) =0, w”(L)=0+= —a’Bsin(aL)—p*Dsin(AL) =0,
al reemplazar la primera ecuaciéon en la segunda, obtenemos la condiciéon

Dsin(BL)(B* — o?) = 0.
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Dado que buscamos soluciones no nulas y sabemos que 32 — a? # 0, se sigue que
sin(fL) =0 <= prL =km, keN.
De este modo, el reemplazar esta expresion en las taltimas condiciones de frontera obtenemos
Bsin(aL) = 0.

Afirmamos que sin pérdida de generalidad se tiene B = 0. En efecto, observe que si B # 0,
se tendria que
sin(al) =0 <= a,L=nw, neN.

Utilizando las expresiones para « y 3, podemos despejar las expresiones para o, y og:
2 nm\2 2
A~ VA2~ o, - (r-2(%)?)

Qp = — < op =

2 4 ’

NV o X (2(5)"-2)

2 ok =

Br =

es decir, describen la misma sucesion de valores propios {0y }ren. Esto implica que las fun-
ciones propias asociadas tienen la misma fase, es decir, n = k y por tanto

k k ~ k
wg () = Bsin (;jx> + Dsin (;x> = Dsin (;:;:) , kel

que es la misma expresion para las funciones propias si hubiésemos considerado B = 0.

2 ., ) .
Para el caso 0 = )‘T, obtenemos de la ecuacién caracteristica que

A
Di234= i\/;%

de modo que la solucién del sistema viene dada por

w(z) = cos(ax) [A 4+ Bz] + sin(ax) [C 4+ Dx],
donde estamos usando a = \/§ . Se sigue que su segunda derivada viene dada por

w"(z) = —a[(Dazx + Ca + 2B) sin(ax) + (Baz + aA — 2D) cos(ax)],

se sigue que
w(0)=0+=A=0, w(0)=0+= —a’?A+2aD =0,

de donde deducimos que A = D = 0. Para el otro extremo del intervalo tenemos las condi-
ciones

w(L)=0 <= cos(al)BL +sin(aL)C =0,

w'(L)=0 <= —a[(Ca+2B)sin(aL)+ BaLcos(aL)] =0,

donde aplicamos A = D = 0. Notando que podemos factorizar la segunda ecuaciéon como
—a? [cos(aL)BL + sin(aL)C] — 2Basin(aL) = 0,

se obtiene la siguiente expresion luego de reemplazar la primera ecuacién en el resultado
previo
2Basin(al) =0,

dado que buscamos soluciones no nulas y « # 0, se sigue que

sin(al) =0 <= apL =km, keN.
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Reemplazando esta informacion en la primera ecuaciéon del sistema anterior, obtenemos que
BLcos(ayL) = BL(—1)* =0,

de donde deducimos que B = 0 y que las funciones propias vienen dadas por

. (km
wi(x) = C'sin <Lx> ,
lo que concluye este caso.

El caso o > ’\; no es factible. Los argumentos utilizados para probar esto son analogos a los
que se veran en 2.1 Anélisis espectral para el operador

B:D(B) C L*(0,L) — L%(0, L),
D(B) = {we L*(0,L) : w" e L2(0, L), w(0) = w(L) = w"(0) = w"(L) = 0},

Bw = —w"" — \w"

En particular, las condiciones de frontera son compatibles con la estimacién realizada en la
Proposiciéon 2.1.7 que veremos mas adelante.

Finalmente buscamos las funciones propias normalizadas. Es decir, que satisfacen

L
/ D?sin? (T.’lﬁ) =1,
0

de donde encontramos el valor D = \/% . De esta forma, las funciones propias no nulas para
este problema de Sturm-Liouville son de la forma

wk(x):\/gsin <]€L7T:v>, keN.

Esto muestra que para estas condiciones de frontera, las funciones propias no cambian depen-
diendo del signo de los valores propios. Ademas, tener las funciones propias explicitas puede
ayudar a hacer estimaciones mas precisas como se muestra en [14] y [16]. En este trabajo
consideraremos el problema

—Wyrxx — Awrr = ow,

w(t,0) =w(t, L) =0,

wy(t,0) = wy(t, L) = 0,
donde las funciones propias si cambian dependiendo del signo del valor propio correspondi-

ente, como se muestra en [5, Analisis espectral].

En [16] se estudia la ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky con las condiciones de frontera

w(t,0) = u(t),
w(t, L) = wyy(t,0) = we,(t,L) =0,

ademaés de considerar una observacion del tipo
y(t) = wy(t, L).

La dificultad de este caso es el control frontera. Para sobrepasar este obstaculo se utiliza una
funciéon de relevo para anular todas las condiciones de frontera. Con el nuevo sistema, pode-
mos emplear el analisis del problema de Sturm-Liouville anterior. Utilizando herramientas
de Linear Matriz Inequalities (LMI), en ese trabajo se alcanza un resultado de estabilizacion
para la norma en H? incluyendo la no linealidad wuwy,.
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En este documento, objetivo es estudiar la ecuacion lineal de Kuramoto-Sivashinsky con las
condiciones de frontera

w(t,0) = w(t, L) =0,
we(t,0) = wy(t, L) =0,

que es una gran diferencia con respecto a los trabajos anteriores, pues si bien el analisis espec-
tral del operador es analogo, la obtencién explicita de los valores propios y funciones propias
es mucho méas compleja, como uno puede consultar en [5, Lema 2.1]. Aqui el argumento de
reducciéon espectral juega un rol esencial, del cual buscaremos obtener un resultado de esta-
bilizacion rapida para la norma L? a pesar de que no contaremos con expresiones explicitas
para las funciones propias del operador.

En segunda instancia, introducimos controles saturados y gracias a técnicas de LMI, bus-
camos obtener un resultado de estabilizaciéon para las normas L? y H2. El argumento de
descomposicién espectral sigue siendo esencial, ademés de algunas condiciones geométricas
para la saturacion, de modo que utilizando matrices aumentadas por bloques se pueda obtener
la estabilidad deseada.

Durante el segundo problema, trabajaremos con la saturacion puntual sat(-), que satisface

sat(uy)
sat(u) = , Yu € R™,
sat(u,)

y considerando ¢ > 0, tenemos para cada componente que

U, si|ug| <,
sat(ug) = sat(u); = { I; fuel <

Tan Uk, Si |ug| > 2.

En la definicién anterior, £ > 0 es el nivel de saturacién utilizado y se asumir& uniforme
con respecto a cada una de las m componentes del vector. Una de las aplicaciones de los
controles saturados es que logran modelar instrumentos de medicién que se ven sobrepasados
por alguna sobrecarga, como podria ser un termémetro enfrentandose a una temperatura que
se escapa de su escala.

En general los sistemas fisicos poseen entradas de valor finito, digase fuerzas, torques, vibra-
ciones o incluso impulsos. Esta particularidad motiva el problema de controlar o estabilizar
un sistema en donde las cantidades fisicas, o mas precisamente, la norma de agentes que
afectan al sistema, no puedan exceder cierto valor.

La dificultad de incluir saturaciones es que se trata de una no linealidad atipica en la que
no hay una herramienta o método universal para trabajar. El autor utilizé como principal
referencia el documento [34], en el que se hace un analisis exhaustivo de las propiedades y el
manejo de las saturaciones. En particular, en este trabajo haremos uso de una no linealidad
de tipo deadzone donde separaremos la saturaciéon del control en la parte libre de saturacién
y en otra parte geométrica asociada a la region saturada.

Para trabajar la parte lineal tenemos toda la teoria de control lineal finita dimensional clasica,
mientras que para la parte geométrica necesitamos una nueva clase de estimaciones. Conc-
retamente, utilizaremos desigualdades lineales matriciales para estimar la region de atrac-
cion asociada a la saturacion, donde el nuevo estado introducido en la no linealidad de tipo
deadzone nos permitird trabajar y estimar la matriz aumentada de estados para concluir la
estabilizacion del sistema.

Considerando la ecuacion lineal de Kuramoto-Sivashinsky, los objetivos especificos de este
trabajo son:

1. Obtener un resultado de estabilizacién rapida en L? con un control interno.
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2. Obtener resultados de estabilizacién para las normas L? y H? en presencia de un control
saturado.






2 Resultados previos y notacion

En este capitulo presentaremos algunos resultados y notaciones que utilizaremos a lo largo
del documento.

2.1 AnaAlisis espectral

En esta seccion enunciaremos y demostraremos resultados importantes sobre el analisis es-
pectral del operador espacial asociado a la ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky lineal con
condiciones de frontera de tipo Dirichlet.

Considere el operador lineal no acotado

A:D(A) c L*(0,L) — L?*(0, L),
D(A) = H*(0,L) N HZ(0, L), (2.1)

o "
Aw = —w 2w’

Probaremos que el operador definido en (2.1) es densamente definido, autoadjunto y que su
operador resolvente es compacto.

Proposicion 2.1.1. El operador A definido en (2.1) es densamente definido, es decir,
D(A) = L*(0, L).
Demostracion. Note en primer lugar que tenemos la contenciéon
Ce°(0,L) € H*(0,L) N HE(0,L) = D(A),

y que por [31, Teorema 7.1|, se tiene que C§° es denso en LP(0,L) para 1 < p < o0, y en
particular, en L2(0,L). Luego

C5°(0,L) € D(A) € L*(0,L), A C5°(0,L) = L*(0, L),

de donde se concluye que D(A) = L?(0, L), por lo que el operador es densamente definido. [

Veamos ahora que el operador es autoadjunto. Dado que el operador es no acotado, tenemos
la siguiente definicion.

Definicién 2.1.1. (Operador adjunto de A, [5, Capitulo 2.6]) Sean E y F espacios de Hilbert
ysea A:D(A) C E — F un operador no acotado y densamente definido. Su operador adjunto
A* : D(A*) C F* — E* es tal que

D(A*) = {v EF*|3c>0: ’(v,Au)F*,F‘ <cllul|g,Yu e D(A)} ,
Yy que cumple
(v, Au) p p = (A"v,U) . 54 Yu € D(A), Vv € D(A™).
Cuando el operador es no acotado, su operador adjunto podria no ser tnico. Veremos que la

condicién de que el operador sea densamente definido garantiza la existencia y unicidad del
operador adjunto A*.
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Proposicion 2.1.2. ([3, Capitulo 2.6]) Sean E y F espacios de Hilbert, y sea A : D(A) C
E — F un operador densamente definido. Entonces para todo v € D(A*), existe un inico

A*v e E*.

Demostracion. Sea v € D(A*), por definicion se sigue que existe una constante ¢ > 0 tal que
‘(v,Au)F*)F’ <cllully, VYueDA.

Tomando g : D(A) C E — R como g(u) = (v, Au) p. ., se sigue por el Teorema de Hahn-
Banach [3, Teorema 1.1] que existe un operador f : E — R que extiende a g y que satisface

[f)l <cllullg,  YueD(A).

Definiremos f := A*v, con f € E*. Observe que la extension de g es tinica debido a que D(A)
es denso en F, lo que garantiza la unicidad de A*v € E*. O

Cuando hablemos de operadores no acotados que sean autoadjuntos, nos referimos a:

Definicion 2.1.2. (Operador autoadjunto, [21, Seccion 3.2]) Sean E y F espacios de Hilbert,
y sea A : D(A) C E — F un operador no acotado y densamente definido. A se dice autoad-
junto si satisface

(v, Au) p- p = (A"0, ) e g Yu € D(A),v € D(A"), (2.2)

y que D(A) = D(A*).

Es decir, ademés de la simetria del operador (2.2), necesitamos que el dominio de A y de A*
coincidan. Con esto podemos probar el siguiente resultado, donde identificaremos a L?(0, L)
con su espacio dual gracias a que es un espacio de Hilbert.

Proposicion 2.1.3. El operador A definido en (2.1) es autoadjunto.

Demostracion. Procederemos formalmente para ver cémo acttia A* sobre los elementos de
E =F = L?(0, L) y ademas, buscaremos las condiciones especificas que debe cumplir D(A*)
para garantizar que el operador sea autoadjunto.

Sean ¢ € D(A) y ¢ € D(A*). Usando el producto interno en L?(0, L) e integraciones por
parte, sigue que

L
(A6, ) 1201y = /0 (=" — A¢")dz

= [ 80— AG+ 0"+ Ao — B + 6y

L L
L+ | o=

L
= [ =@V =AY+ B+ A0 — Y+ 00|+ (0, AT) 12

Por la definicién de D(A), sigue que ¢(0) = ¢(L) = ¢'(0) = ¢'(L) = 0, por tanto
L *
o T (D A"Y) 2o 1) -

(46,%) 20,0 = | = "0+ 6"V |

Debido a que utilizamos 4 integraciones por partes, obtenemos que ¢ € H4(0, L). Para lograr
que las trazas se anulen, imponemos las condiciones

asi, podemos considerar el dominio de A* como
D(A") = {¢ € HY(0,L) | ¥(0) = %(L) = ¢'(0) = ¢'(L) = 0},
de donde concluimos que

D(A*) = H*(0,L) N H3(0,L) = D(A),
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L
(O AW a0y = | SV = 0",

Notando que ¢ € D(A) es arbitrario y que D(A) es denso en L2(0, L) por la Proposicion 2.1.1,
obtenemos que A*¢p = —p""" — \p” = Atp. Recopilando lo anterior, se sigue que el operador

A* : D(A*) € L*(0, L) — L2(0, L),
D(A*) = H4(0,L) N H2(0, L),
A*w = —w"" — "

satisface que

(A9, ) 20,0y = (0 A"P) 20,y V¢, ¢ € D(A) = D(AY).
Por lo que A es un operador autoadjunto. O

Para ver que el operador A tiene resolvente compacto necesitamos los siguientes conjuntos.

Definicion 2.1.3. (/3, Seccion 6.1]) Dados E y F espacios de Hilbert, denotaremos por
LC(E,F) al espacio de operadores lineales y continuos que van de E a F. Si F = E, deno-
taremos este espacio como LC(E).

Definicion 2.1.4. ([, Seccion 6.1]) Dados E y F espacios de Hilbert, un operador acotado
T € LC(E,F) se dice compacto si T(Bg) tiene clausura compacta en F con la topologia
fuerte, donde Bg denota la bola unitaria en E.

Definicién 2.1.5. (Conjunto resolvente de A, [3, Capitulo 6.3]) Dado A € LC(E) con E un
espacio de Hilbert. El conjunto resolvente de A se define como

p(A):={peR : (A—pul) sea biyectivo}.

Definiciéon 2.1.6. (Espectro de A, [3, Capitulo 6.3]) Sea A € LC(E) con E un espacio de
Hilbert. El espectro de A se define como

o(A):=R\ p(A).

Usando que el operador A es autoadjunto se tienen las siguiente dos consecuencias importantes
para estos conjuntos: que el conjunto resolvente es no vacio y que o(A) C R [21, Proposicion
3.2.6]. Asi, podemos mostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.4. Sea A el operador definido en (2.1), entonces el operador resolvente
T—1:=(A—al)™! es autoadjunto para todo o € p(A).

Demostracion. En efecto, por [21, Proposicion 2.8.4] se sigue que
(A-an™] = A" —al)™!,

como A es autoadjunto por la Proposicion 2.1.3 y que a € R, se sigue o = @, luego
[(A—aD™] = (A=an,

lo que garantiza la simetria (2.2), y ademés que sus dominios coincidan:

D( [(A— az)*l]*) _ D((A - af)*l),
por tanto el operador resolvente es autoadjunto. O

Denotando por K(L?(0, L), L*(0, L)) = K(L*(0, L)) el conjunto de operadores compactos que
van de L?(0, L) a L?(0, L), nuestro siguiente paso es probar que A tiene operador resolvente
compacto.

Proposicion 2.1.5. Sea A el operador definido en (2.1). Entonces para todo a € p(A), el
operador resolvente (A — )™t es compacto, es decir, (A —ol)~! € K(L%(0,L)).
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Demostracion. Como A es autoadjunto, p(A) # 0. Sea a € p(A), entonces por la definicion
del operador A y que I : D(A) — D(A) C L?(0, L), se tiene que

T :=(A—al) € LC(D(A), L*(0,L)).

Luego como « € p(A), se sigue que T es biyectivo. Usando ademéas que D(A) y L?*(0, L) son
espacios de Hilbert, podemos invocar [3, Corolario 2.7] para obtener

T-' € £C(L?(0, L), D(A)). (2.3)

Si probamos que (2.3) es compacto, concluimos que A posee resolvente compacto. Por el
Teorema de Rellich-Kondrachov [3, Teorema 9.16], el operador inclusion

j:H§0,L) < L*(0, L),

es una inyeccién compacta, es decir, j € K(HZ(0, L), L?(0, L)). Luego usando |3, Proposiciéon
6.3] con los operadores

T-' € LC(L*(0,L),D(A)) A je€K(HZ0,L),L*0,L)),

obtenemos que (j o T~1) € K(L?(0,L)). Abusaremos de notacién y denotaremos por T~ :=
joT~1 € K(L?*(0,L)), de donde se sigue que A tiene operador resolvente compacto por la
arbitrariedad de a € p(A). O

De las Proposiciones 2.1.4 y 2.1.5 tenemos que T~ ! es un operador autoadjunto y compacto en
L?(0, L). Dado que este tltimo es un espacio de Hilbert separable y denotando por EV (T 1)
al conjunto de los valores propios asociados al operador 7!, se sigue por [31, Teorema 6.15]
que

1. 0€o(T) y o(T~1)\ {0} = EV(T—1)\ {0}.

2. Existe una base ortonormal de Hilbert-Schmidt dada por {e;};en C D(A) que son
funciones propias asociadas al operador T 1.

3. Dado que la dimension de L?(0,L) es infinita, los valores propios no nulos {u;};jen
asociados al operador T~! se pueden reordenar de manera decreciente en valor absoluto.

Es decir,
|/’L]| > |/’Lj+1|7
y ademas,
lim p; = 0.
j—)DO

De este resultado destacamos que los valores propios asociados al operador A seran inversa-
mente proporcionales a f1; como veremos a continuacién. De la demostracion de la Proposicion
2.1.5, tenemos que T~! es un operador biyectivo y por tanto

Ker(T~") = {0},
lo que implica que p; # 0. Con esto, podemos probar el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.6. Considere el operador A definido en (2.1), entonces {e;j}jen C D(A) es
una base de funciones propias asociadas a A y sus valores propios {c;};jen C R vienen dados
por

1
o; =a+ —, VjEN,
J

donde {;};en son los valores propios asociados al operador (A — al)™! con o € p(A).

Demostracion. En virtud del [31, Teorema 6.15], tenemos que {e;}jen C D(A) y {1;}jen son
funciones y valores propios asociados a (A — af)~!. Dado que (A — al)~?! es biyectivo para
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a € p(A) y que pu; # 0 para j € N, se sigue que

(A—al) e = pje;

1
—e; =(A—ale;
1 ( )e;

1
a+ — |ej = Aej,
Hj

de este modo, {e;};en es también una base ortonormal para A. Ademaés, los valores propios
de A vienen determinados por

1
Uj:Oé-i-*? V_]GN
M

O

Observacion 2.1.1. En la proposicion anterior afirmamos que, de hecho, o; no depende de
a para ningun j € N. La razon detrds de esto, a pesar de que en la ecuacion uno visualiza
explicitamente la dependencia de o, es que del despeje de la ecuacion uno deduce que
1 .
i = ) aF# oj, VjeN,

0 —Q

de modo que obtenemos restricciones para o € p(A) y ademds, al reemplazar esto en la
ecuacion se sigue que la expresion u; elimina la dependencia de o para o;.

De momento no tenemos conocimiento sobre los signos de los valores propios asociados a 7!,
y por tanto, tampoco de los valores propios asociados a A. El siguiente resultado de [5, 2.
Analisis espectral] nos ayudara a determinar esta informacion.

Proposicion 2.1.7. Sean {0;}jen C R los valores propios asociados al operador A definido
n (2.1). Entonces, el operador A es acotado superiormente y se cumple que

2
o; < % Vj € N. (2.4)

Demostracion. Sea e; una funciéon propia de A y o; su valor propio asociado, entonces dado
que € € L*(0,L) y e; € L*(0, L), se tiene por la desigualdad de Hélder |3, Teorema 4.6]:

L
Uj/() ‘ej|2dx = <Aejaej>L2(o’L)

L L
—/ lef[*dx — )\/ ejejdr

0 0

I I 1/2 I 1/2
_/ |e;'|2dx—|—)\ / |e;’|2d:c / lej|2dz

0 0 0

- H‘f;‘/HiZ(o,L) +A He;lHL2(O,L) llesll 20,1y »

IN

luego, usando que A > 0, podemos usar la desigualdad

ab<£+)\7b2
7>\ 47
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con a = ||€J HL2(0 Y b= ||ej||L2(O,L) para obtener que
(Aej €j) 20y < — He HL2(O L)+)\He HL2(0 L)HeJHL%O L)
Mlesills -
< - || HLz(OL) A[}| |L20L + ||e]||Lz(07L)

A 4

A2 /L )
— lej|“da.

Lo que concluye que o; < )‘72 para todo j € N, pues tenemos
2
2 A 2
<Aej7ej>L2(oyL) =0j Hej||L2(0,L) < o Hej|‘L2(07L) :
Que ademés muestra que A es un operador acotado. O

Por el desarrollo anterior tenemos que A es un operador autoadjunto, con resolvente compacto
y tal que sus valores propios estan acotados superiormente. Luego por el Teorema de Courant-

Fischer [21, Proposicion 3.2.13] se sigue que los valores propios del operador A, denotados
por {o;};en, se pueden reordenar de manera decreciente para que cumplan
7 2 Oitt, (2.5)
o0; = —o0, cuando j — oo.

Por tanto, dado que se tiene (2.4) y que la sucesion es decreciente, existe una cantidad finita
de valores propios {o;}7_; que seran no negativos.
2.2 Notacidén matricial

Los resultados de esta seccion vienen de [2, Notacion].

A lo largo de este trabajo, identificaremos las matrices M,,x, con R™*™ bajo un isomor-
fismo algebraico, garantizado por la igualdad de dimensiones entre los dos espacios. Cuando
hablemos de matrices, las denotaremos como

A eR™", BeR™™,
y para la matriz identidad usaremos
I c R?an
n .

Denotaremos por S™ el espacio de matrices simétricas de n x n. Si A € S™, entonces es
diagonalizable ortogonalmente y ordenamos sus valores propios de manera decreciente

AL > A2 > 2 A,
de donde se tienen las siguientes igualdades

detA:ﬁ)\k, trA:i)\k.
k=1

k=1

Equiparemos a S™ con la norma de Frobenius,

n 1/2
Al = (Z A%) :
k=1
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Cuando hablemos de elementos x € R™, consideraremos la norma euclideana que denotaremos

por |-|. En tal caso, tenemos las siguientes expresiones para A; y A, respectivamente
\ z T Ax . xTAx
1 =8Sup ——5—, n = inf ———
a£0 || z£0 ||

En particular, se satisfacen las siguientes desigualdades
A Jz]? < 2T Az < Ay |2)?, Vo e R".
Una matriz A € S™ se dice semidefinida positiva si satisface
z Az >0, Vz € R™.
Dadas A, B € S™, usaremos el orden parcial de Loewner [28, Seccién 1.10] para escribir
AB < A-Bxo0.

que es equivalente a pedir que los valores propios de A — B sean no negativos. Si A € S™ es
semidefinida positiva, lo denotaremos por A > 0.

Diremos que A € S™ es definida positiva si satisface
T Az >0, Vo e R™\ {0}.
Considerando B € S™ definida positiva, tendremos
A-B < A-B:>0,

Diremos que una matriz A es Hurwitz si todos sus valores propios tienen parte real negativa.
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3 Estabilizacion interna con un
control escalar

3.1 Estabilizacion interna de la ecuaciéon de Kuramoto-
Sivashinsky lineal

En esta seccion estudiaremos el siguiente sistema de control asociado a la ecuaciéon de Kuramoto-
Sivashinsky lineal con condiciones Dirichlet

Wt + Wazgr + Mgz =u, (t,2) € (0,400) x (0,L),
w(t,0) = w(t, L) =0, t € (0, +00),

wy(t,0) = w,(t, L) =0, te€(0,400),

w(0,z) = wo(x), z € (0,L).

(3.1)

Donde wg € L?(0,L) y u € L?*((0,4+00),L?(0,L)). El objetivo es adaptar los argumentos
presentados en [11] para una ecuacion de reaccion difusion y obtener el siguiente resultado de
estabilizacion rdpida de la norma en L?(0, L) para soluciones de (3.1):

Teorema 3.1.1 (Decaimiento exponencial de || ||z 1)). Sea wo € L*(0,L) y sea w > 0.
Entonces existe n € N y un control feedback de la forma

ult,z) =) (~w — oj)w;(t)e;(),

Jj=1

que estabiliza exponencialmente el sistema (3.1) con tasa de decaimiento w, donde {o;};en
y {e;}jen son los valores y funciones propias del operador espacial de (3.1). Es decir, se
satisface la siguiente desigualdad

|w(t, ‘)||L2(0,L) <e ! ||w0HL2(07L) 5 t=>0.

El argumento que utilizaremos se sustenta en el analisis espectral del operador espacial de
la ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky lineal definido en (2.1). Con tal notacion, podemos
reescribir nuestro sistema como

wy=Aw+u,  (t,z)€ (0,4+00) x (0,L),
w(0,z) = wo(x), x€(0,L).
De la Seccién 2.1, sabemos que A es un operador autoadjunto, con resolvente compacto y aco-

tado superiormente en un espacio de Hilbert separable, por lo que admite una base ortonormal
{ej}jen C D(A) con valores propios dados por {o;};en C R.

La principal dificultad del problema que estamos estudiando, es que existe una cantidad finita
m € N de valores propios no negativos de modo que tenemos

> i <
{%—& j<m (5:2)

o; <0, j>m+1.

Estos valores propios son los que desestabilizan el sistema (3.1), por lo que si logramos con-
struir un control que estabilice estos valores propios, entonces podremos concluir el resultado
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del Teorema 3.1.1.

Sea w € (0,400) y considere n € N la cantidad de valores propios no negativos y de decrec-
imiento lento tal que
0<w< —0j, Vi >n+1. (3.3)

El valor w > 0 serd la posterior tasa de decaimiento exponencial. La idea detras del argu-
mento es, dada una tasa de decaimiento arbitraria, podemos estabilizar los valores propios
no negativos y, ademas, los valores propios negativos que decrecen a una tasa menor que el
w > 0 seleccionado, acelerando su proceso de estabilizacion. Por esto dltimo, este resultado
se puede encontrar en la literatura como estabilizacion rapida.

Sea w solucion del sistema (3.1), se sigue de la base ortonormal que podemos expandir las
soluciones como

w(t,z) = ij(t)ej(x), (3.4)
j=1
donde w;(t) denotan los coeficientes de Fourier que vienen dados por

Wwj (t) = <’U)(t, ')7 6j(')>L2(07L) .
De manera anéloga, podemos expandir el control u en términos de la base ortonormal

n

ult,@) =) Gi(t)e; (@), (3-5)

Jj=1

donde G;(t) denotan las ganancias asociadas al control. El nombre asignado se justifica
porque estos valores seran las ganancias que necesita el control componente a componente
para lograr estabilizar cada uno de los n valores propios no negativos y de decaimiento lento
presentados en (3.3).

Considere el funcional de energia dado por

L
E(t) = % /O w|?dz, (3.6)

luego por el analisis espectral de la Seccion 2.1, podemos reescribir esta integral en término
de la base ortonormal para obtener que

1 L
E(t) 5/0 lw[2da

I
N |
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h
VR
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Dado que la ortonormalidad de la base {e;};en C D(A) nos dice que

1, j=k
B f— 6 e ’ ’
etz = Ot {0, j# k.
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Se sigue que

w;(H)wi(t) (ej, ek>L2(0,L)

&
T
N =
M8

<

Il
N
=~

Il
—

w; (t)wy (t)d;

I
_‘F‘{g
M8

~
Il
N
=~
Il

1

w3 (t).

I
N |

~
Il
i

Con esta expresion en mente, es que buscaremos probar el decaimiento exponencial de E(t).
Observe que derivando el funcional con respecto a t, y utilizando que w resuelve la ecuacion

(3.1), se sigue que
1d L L
—— / |w|*dx :/ wwidx

L
= / W(U — Wgry — AMUgg )d,
0

siendo la dltima ecuacion analoga a

1d( [* L
—— </ |w|2da§> + / —w(U — Wegry — AMzy)dx = 0. (3.7)

El objetivo de este desarrollo, es construir un control u que permita probar gracias al analisis
espectral de (2.1) que se cumple la siguiente estimacion

L L L
/ —w(U — Wygpy — MUzy)dx = / —w(Aw + u)dx > w/ lw|?dx = 2wE(t),
0 0 0
en tal caso, de la ecuacion (3.7) se desprende que
E(t) + 2wE(t) <0 = E(t) < e"2*'E(0),

que es justamente el decaimiento exponencial buscado en el Teorema 3.1.1.

3.1.1 Diseno del control

En esta seccion buscaremos la relacion que deben satisfacer las ganancias G;(t) asociadas al
control u para asegurar el decaimiento exponencial de E(t).

Utilizando la expansion (3.4) de las soluciones de (3.1), sigue de
Aej:ajej, VjEN,

junto con la linealidad de A que

Aw(t,z) = Z wj(t)Aej(x),

= Zajwj(t)ej(mh
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asi, utilizando esta expresiéon podemos reescribir la integral que queremos estimar como
L L
/ —W(U — Wazzz — MUze)dr = / —w(Aw + u)dx
0 0

<—ij(t)e] ><Zakwk ex(x +2Gk ex(x )d

Esta expresion atn es compleja de utilizar. Buscaremos que los indices de las sumatorias
dobles coincidan para poder explotar nuevamente la ortonormalidad de la familia {e;};en,

L [eelNe e} 00
/0 —w(U — Wegpr — MUygq)d Z Z orw; (t)wi (t)d5 + Z Z —w; (t)Gr(t)d;k

j=1k=1 j=1k=1
=33 —orwwe ) + > > —w; ()G ()
j=1k=1 j=1k=1
+ D —wi )Gtk
j=n+1k=1
=3 o) + Y —wi(t)G(1)
J=1 Jj=1
= Y i)+ Y (—owi(t) —w;()G(D) -
j=n+1 j=1

La idea de dejar esta igualdad expresada de esta forma, es que podemos explotar el com-
portamiento de los valores propios {o;};en descrito en (3.3) para trabajar cada suma por
separado. Note de esto ultimo que cuando j > n + 1, se sigue que

Yo —ouwit) =w Y wit). (3.8)
Jj=n+1 j=n+1

Por otro lado, cuando 5 < n nos gustaria obtener que
n
D —ogwi(t) —wi()G,(t) = w Y wi(t),
Jj=1 j=1

de modo que podamos completar la serie correspondiente a la norma en L?(0, L). Dado que el
control queda determinado completamente por la expresion de las ganancias G;(t), obtenemos
gracias a la expansion en la base ortonormal las ecuaciones

—ajwj(t) —Gj(t) :wwj(t)7 Vj e {1,...,71},
concluyendo que

Gj(t) = —(w+oj)w;(t), Vie{l,..,n}. (3.9)
Asi, en virtud de (3.8) y (3.9), obtenemos que el control dado por

= (~w—oj)w;(t)e;(), (3.10)

j=1
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satisface que

L 00 n
/O —w(Awtuds = 3 ot + 3 —ogul(t) —wy (1G5 (1)
j=n+1 j=1
> wa](t) +w Z w?(t) = waj(t)Q

j=1 Jj=n+1 Jj=1
= 2wE(t)

Con estos desarrollos ya podemos probar el Teorema 3.1.1, como mostramos a continuacion.

Demostracion. Sea w soluciéon de (3.1) con wg € L%*(0,L). Considere w que cumpla (3.3)
donde {0} cn son los valores propios asociados al operador A definido en (2.1).

Si denotamos por {e;}jen C D(A) la base ortonormal asociado al operador A, entonces
podemos tomar el control dado por (3.10) para obtener que

L
0= E(t) + / —w(U — Wygge — Mg )dx
0

1d Lo L
= —-— |w|*dz | + / —w(U — Weggr — Mgy )dx

> B(t) + 2wE(t),
donde utilizamos las estimaciones (3.8) y (3.9). Por tanto, se satisface que
B(t) <e ®'F(0),  Vt>0.
Finalmente, de (3.6) se concluye que
w2,y < e llwollp2o,py, V>0
Lo que prueba el resultado. O

Cerramos esta seccién comentando algunas observaciones importantes sobre el problema.

En primer lugar, el sistema infinito dimensional generado por la expansiéon en términos de
Fourier se puede separar en dos subsistemas completamente desacoplados: un subsistema
finito dimensional inestable y un subsistema infinito dimensional inestable. Como se puede
consultar en [12], la linealidad del sistema completo dice que si logramos estabilizar el sub-
sistema finito dimensional, entonces se concluye la estabilidad para todo el sistema, pues el
otro subsistema ya era estable.

La estabilidad del subsistema infinito dimensional ocurre en (3.8) y, como podriamos esperar
por el signo de sus valores propios, no deberia requerir tanto trabajo. Para el subsistema
finito dimensional, la ingeniosa descomposicion del control nos permite escoger las ganancias
justas para asegurar la estabilidad del subsistema. Este es otro punto importante del desar-
rollo: el control es tremendamente explicito y no pide ni més ni menos de lo que necesita para
estabilizar el sistema completo.

La segunda observacion es que para este desarrollo pareciera que no precisamos de un re-
sultado de controlabilidad para el sistema finito dimensional. En la discusiéon del siguiente
problema veremos céomo este argumento esconde la controlabilidad del sistema gracias a una
apropiada escritura del sistema finito dimensional.
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4 Estabilizacion interna con un
control saturado

4.1 Estabilizaciéon en L?*(0, L)

En esta seccion el objetivo es estabilizar el sistema asociado a la ecuacién de Kuramoto-
Sivashinsky lineal con condiciones de Dirichlet que incluya un control saturado, adaptando
los argumentos presentados en [24].

4.1.1 Descripcion del problema

Dado L > 0, consideraremos un control u : (0, 400) — R™ dado por

uy (t)
u(t)=|
Um, (t)

y el vector
b(x) = (b1, ...,bm)

donde b, : [0, L] — R son las funciones que describen en qué lugar de [0, L] actia la compo-
nente u;, € R del control, también llamadas localizaciones y satisfacen que by € L%(0,L). En
esta seccion estudiaremos la estabilizacion del siguiente sistema

m
wi(t, ) = —Wapaa (t, ) — AMwga (t, ) + Z bi(x)sat(ui(t)), (t,x) € (0,4+00) x (0,L),
k=1
w(t,0) = w(t, L) =0, t € (0,400),
Wy (t,0) = wy(t, L) =0, t € (0,+00),
w(0,z) = wo(x), x € (0,L).
(4.1)
En donde denotamos por sat(-) a la saturacién puntual, que satisface
sat(uq)
sat(u) = : , Yu € R™,
sat(Uyy,)

y considerando ¢ > 0, se tiene

U, si |’U1k‘ Sfa

ﬁuk, si|ug| > 2.

sat(uy) = sat(u)g == {

En la definicién anterior, £ > 0 es el nivel de saturaciéon utilizado y se asumira uniforme con
respecto a cada una de las m componentes del vector.

4.1.2 Diseno del control

Para estabilizar el sistema (4.1) notamos que el operador espacial es nuevamente el que de-
scribimos en (2.1). Con esto en mente, podemos reutilizar el analisis espectral desarrollado
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en la Seccion 2.1 que, por completitud, resumimos a continuacion.

Denotando nuevamente por A el operador espacial asociado a (4.1), podemos reescribir la
ecuacion del sistema como

wi(t,) = Aw(t,-) + > by sat(uk(t)),
k=1

donde A es un operador autoadjunto, con resolvente compacto y acotado superiormente.
Entonces, dado que L?(0,L) es un espacio de Hilbert separable, existe una base de Hilbert
{e;}jen C D(A) de funciones propias de A, que tienen asociados los valores propios {o; }jen C
R. En particular, podemos reordenar sus valores propios de manera decreciente:

gj 20']'-"-1’ VJEN7
lim o; = —o0.
J—00

Nuevamente el punto importante de este desarrollo es que existen finitos valores propios no
negativos que desestabilizan el sistema, por lo que el objetivo es lograr estabilizar este sub-
sistema.

En virtud de la base ortonormal {e;};jen C D(A), podemos utilizar nuevamente la expansion
(3.4)

w(t,) = ij(t)ej(%

donde w;(t) son los coeficientes de Fourier dados por (3.1). Una observacién importante sobre
esto dltimo es que dado que la base es ortonormal, cada e; tiene asignado un tinico coeficiente.

Dado que los términos b, dependen de la variable espacial, también los podemos expandir
en términos de {e;};en C D(A). El resultado serd que para cada j € N, tendremos m
componentes asociados a la localizacion,

o0

br(x) = Z (br, ej>L2(o7L) €j ()

Jj=1

:ijkej(x), VE e {1,...,m},
j=1

donde denotaremos por
bk = (bks€5) 2(0,1) » VjeN, Vkell,..m},

a los elementos de la matriz de coeficientes que resulta de expandir los términos by con
k€ {1,...,m} con respecto a la base ortonormal {e;}en.

De este modo, utilizando la relacion
Aej = 0j€5,

se tiene la ecuacion

o0 o0 m o0
Y wi(t)eja) = Y ojwi()e;(x) + YD biwe;(x)sat(ux(t)).
j=1 j=1 k=1 j=1

Reagrupando términos, obtenemos la siguiente expresiéon

ij (t)ej(z) = Z <o—jwj(t) + Z bjksut(uk(t))> ej(),
j=1 j=1

k=1
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por tanto, usando la base ortonormal tenemos que el sistema de ecuaciones componente a
componente es
wj(t) = ijj(t) —+ b]‘ . 5at(u(t)), V] c N, (42)

donde usaremos que b; = (bj1, ..., bj,,) € RY™ para cada j € N.

Observacion 4.1.1. A diferencia del sistema que estudiamos en la Seccion 3, aqui el control
actia sobre todos los valores propios del sistema. Este fendmeno es debido a que la saturacion
es un tipo de no linealidad, y estas ultimas generan un acoplamiento entre el subsistema
finito dimensional inestable y el subsistema infinito dimensional estable. Esto justifica, como
veremos a continuacion, que el sistema se denomine en cascada.

Sea n € N la cantidad de valores propios no negativos, y sea ) € (0, 400) tal que
O’j<—77<0, Vi>n+1,
y considere las siguientes matrices

w1 o1 - 0 by - bim
2= , A= o, B = , (43)

W, 0 vt Op bnl bnm

con estas matrices, podemos escribir el sistema finito dimensional inestable correspondiente
a las primeras n ecuaciones del sistema (4.2) como:

() = Ax(t) + Bsat(u(t)). (4.4)

Observacion 4.1.2. FEste cambio de notacion ayuda a explicitar que cuando hablemos de
z(t), nos estamos refiriendo a las primeras n ecuaciones de (4.2).

Observacion 4.1.3. Como se puede consultar en [20], la no linealidad de la saturacion hace
que el anterior sistema se comporte de manera extrana a lo que podriamos estar acostumbrados
en un sistema de control finito dimensional. En particular, si consideramos un control de la
forma u(t) = Kz(t) donde K € My, xp, tal que se cumpla que A + BK tenga valores propios
negativos, el sistema podria mostrar varios puntos de equilibrio, trayectorias cerradas o incluso
trayectorias divergentes. Esto implica que debemos hacer un andlisis mds profundo del sistema
finito dimensional.

Observacion 4.1.4. Incluso en el caso m = 1 con bi(x) = ex(x), replicar el desarrollo del
primer problema para el sistema (4.2) es complejo. La naturaleza no lineal de la saturacion
no permite hacer el despeje apropiado para G;(t) en (3.5), por lo que debemos utilizar otra
estrategia para estudiar la estabilidad del sistema.

En la siguiente seccion, buscaremos los espacios adecuados para estudiar la estabilidad de
los subsistemas, ademéas de ver las consecuencias de tomar un control de tipo feedback en
presencia de la saturacién.

4.1.3 Descomposicion del sistema en cascada

Vamos a descomponer el sistema original en un subsistema finito dimensional que es inestable
y otro subsistema infinito dimensional que es estable. La estrategia que se utilizara consiste
en estudiar el problema en otro espacio adecuado para estimar el decaimiento exponencial,
para luego argumentar que ese resultado se puede llevar nuevamente al espacio original donde
se plante6 el problema.

n

i—1s €8 decir

Sea X, el subespacio vectorial de L?(0, L) generado por {e;}

X, = Span<el7 ...,en> C LQ(O;L)7

y sea m, : L?(0, L) — X,, la proyeccion ortogonal sobre X, es decir, que cumple

maw(t, ) = 3 w(t)e; ().
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Definimos ademés a X;- como el complemento ortogonal de X,, con respecto a L?(0, L), es
decir, el conjunto que viene dado por
Xp={feL*0,L) | (f,x)r200) =0, Ve X,},

y satisface

L*(0,L) = X, & X;-. (4.5)

Note que X,, C L?(0, L) es un subespacio de dimensién n, luego podemos considerar el iso-
morfismo i : R” — X,, dado por i(e’) = e;(-), donde {e’}7_, es la base canonica de R".

Este isomorfismo nos permite observar el problema desde una perspectiva mas geométrica,
pues tenemos mucha més intuiciéon sobre R™ que en X,,, que es un subespacio de L?(0, L).
La ultima identificacion que utilizaremos viene por la identidad de Parseval [30, Teorema
3.47], que nos entrega una representacion isométrica entre L?(0, L) y ¢*(R) inducido por el
isomorfismo e;(-) — e/ donde

C(R) = {{zk}keN eRN: Z lzg|? < oo},
k=1

y los elementos e’ representan una base de vectores para ¢(R).

Otra de las ventajas que presenta considerar estas identificaciones, es que la descomposicion
(4.5) es isomorfa a la descomposicion

Z(R)=R"a 2, (R), (4.6)

i>n

donde consideramos

€§>n(R) = {{wk}keN € RN : xr = 0,Vk € {]., ,TL} AN Z |(Ek‘2 < OO},
k=n-+1

esto nos permite identificar el problema original donde el espacio de estados se descompone
en (4.5), con la descomposicion isomorfa que mostramos en (4.6).

Busquemos la ley de retroalimentacion explicita que satisface el control u. Considere K :
X, — R™, luego consideremos un control de la forma

u(t) = Kz(t), (4.7)

donde

Jj=1
= ijKej()
j=1
= ijK] - K’Z(t)a
j=1

y K, := Ke;j(z) € R™ para j € {1,...,n}. De este modo, tenemos que

K = (Ki,....K,) € R™*",

Por tanto el sistema (4.2) con el control feedback (4.7) es equivalente al siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales en el espacio de estados ¢?(R)

W;(t) = ojw;(t) + bj - sat(Kz(t)),  jeN. (4.8)
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Utilizando este control, el subsistema finito dimensional inestable viene dado por

() = Az(t) + Bsat(Kz(t)), (4.9)

mientras que el subsistema infinito dimensional viene dado por

u'}j(t) = O'j’LUj(t) + bj -5at(Kz(t)), j=zn+1. (410)

Esto justifica que el sistema completo se considere en cascada, pues el primer paso es es-
tabilizar el subsistema finito dimensional (4.9) para luego utilizar esta informacion en la
estabilizacion del subsistema infinito dimensional (4.10), pues depende del estado z(t), que
corresponde a las primeras n ecuaciones del sistema que involucran a w;(t).

Con esta informacién podemos estudiar la estabilizaciéon del sistema completo, como muestra
la siguiente figura.

2(t) = Az(t) + Bsat(Kz(t)), Vj<n
2(t)
= U'Jj(t) = ijj(t) + bj'ﬁtlt(KZ(t)), Vi>n+1
2(t)
wi(t) L s | () = ojw;(t) + b, -sat(Kz(t)),  VjeN

En este punto es importante cuestionarse sobre las diferencias de resolver este problema y
el problema anterior. Consideraremos por un instante que este segundo problema no utiliza
controles saturados, de modo que la ecuacién que gobierna el sistema (4.1) se puede escribir
como

wy :Aw—|—2bkuk. (4.11)
k=1

Recordemos que b (z) se denominan localizaciones del control y le dicen al control en qué
sector del dominio deben actuar. Otra variante podria ser el considerar by(x) como térmi-
nos de damping, algunos trabajos en donde usan localizaciones de este tipo son [23] donde
se trabaja con la ecuacion de Korteweg-de Vries lineal, mientras que en [27] extienden este
resultado para la ecuacién de Korteweg-de Vries no lineal.

En particular, si consideramos
br, = ex, Vk € {17 ...7m}, (412)
y m = n, se sigue que la expansion de by, con respecto a la base ortogonal {e;}jen C D(A) es

bjk = <€k7 ej>L2(O,L) ’

entonces (4.11) se puede escribir como

w;(t) = ojw;(t) +u;(t), j<mn,
wj(t):ajwj(t), 32n+1

Asi, para las primeras n ecuaciones podemos considerar las matrices

w1 g1 0 Uq
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quedando el sistema )
W =AW +U (4.13)

Nos gustaria probar la siguiente
Proposicion 4.1.1. El par (A,L,) es estabilizable.

Demostracion. Para ver la estabilidad del par (A,I,), basta probar que el par (A,L,) es
controlable.

Utilizando la condiciéon de Kalman, tenemos que
C=[1,|AL | -+ | A" 'L, ] € Mpxp2,
donde queremos ver que C tenga rango completo, es decir,
Rank(C) = n.

Observe que el primer bloque consiste en la matriz identidad I,, que tiene rango n. Esto
implica que C tenga rango completo, lo que concluye la demostracion. O

Observacion 4.1.5. Es importante comentar que A consiste en la matriz donde o; > 0. Es
decir, si alguno de los valores propios es nulo, A no tiene rango completo. La clave de la
demostracion estd en que la matriz de control B =1,, es de rango completo.

Dado que el par (A,L,) es controlable, se sigue del Teorema de Localizacion de Polos [0,
Teorema 10.1], que existe una matriz

G, - 0
0o --- G,

tal que el control feedback U = KW estabiliza el sistema (4.13), quedando el sistema de lazo
cerrado

W= (A +K)W
o1+G - 0 wy

0 - op + Gy Wn,

Dado w > 0, queremos escoger los G; de tal manera que el sistema (4.13) tenga todos sus
valores propios con parte real negativa. Por ejemplo, podriamos solicitar que se satisfaga

oj +G; = —w, Vi <mn,

de donde notamos que
Gj:(_w_aj)7 Vj<mn,

que corresponde justamente a las ganancias del control (3.5) del Teorema 3.1.1. Esto muestra
que este problema generaliza al anterior en cierta direcciéon y evita muchos de los calculos
efectuadors en la parte anterior.

Observacion 4.1.6. Con respecto a los términos de damping localizados, hay trabajos donde
se logra estabilizar ecuaciones diferenciales parciales no lineales en presencia de saturaciones.
Referenciamos [22] donde se estabiliza de manera semiglobal una ecuacion de Korteweg-de
Vries no lineal y en [20] donde se obtiene un resultado de estabilidad para la ecuacion de Kawa-
hara no lineal. Es importante notar que estas dos ecuaciones no son parabdlicas, mostrando
la versatilidad de los controles saturados.

Por tltimo, la gran diferencia entre estos dos problemas es que el primero es completamente
lineal: el utilizar las primeras n funciones propias como localizaciones del control (4.12) hace
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que el subsistema finito dimensional inestable quede completamente desacoplado del subsis-
tema infinito dimensional estable. Por otro lado, la naturaleza no lineal de la saturacion hace
que los subsistemas inestables (4.10) y estables (4.9) queden acoplados por el vector de esta-
dos z(t) para el segundo problema. A continuacién mostramos un diagrama con este ultimo
comentario, donde S, y 5; denotan el sistema estable e inestable, respectivamente.

NN
S ANNANNY v Se Se v/
NN\N\N\\Y// s/, s/,
N\N\NN\\Y/// // /,
NN\ /S /, /,
N\NN\N\N\N\\\\Y /Y /s, /,
NX\NN\N\N\\\\\\// /S // /,
N\NN\N\N\N\\\\N\//""""/ ./, /S /S ///
N\NN\N\N\NN\\\\N\//""". /., ///////// /S ///
NNNN\N\NN\N\N\N///// /0 S S IS IIIIS
ARRRRRRRR /;;/ ////;/ /S
NANANNNNNN\NN\YY/ /S /7
NNNNNNNN\N\Y// /7, //
NN 7 %
NN\NN\N\NN\\\\\/ /S / /S
Sistema lineal (desacoplado) Sistema no lineal (acoplado)

4.1.4 Sobre la estabilidad del par (A,B)

Es comun encontrar en los trabajos que consideran un operador de Sturm-Liouville general
el siguiente supuesto

Supuesto 4.1.1. Asumiremos que el par (A,B) es estabilizable. Es decir, existe K € R™m*™
tal que A + BK es Hurwitz.

En esta seccidon queremos ir un poco més alla, pues estamos considerando concretamente el
operador espacial de la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky lineal de donde encontramos las
matrices (4.3) para el sistema finito dimensional. A continuacion damos condiciones mas
explicitas que buscan reemplazar este supuesto.

1. m = 1: En este caso, tenemos que

asi, utilizando la condicién de Kalman se sigue que

by oby - o'l

det (B,AB,--- ,A"'B) =det | : : :
b, op,b, --- 0371 b,
1 o - op?

= ﬁ bj det
j=1

donde observamos que este tltimo determinante corresponde al determinante de Van-
dermonde. Por tanto, deducimos que

det (B,AB,--- ,A"'B) =[]t [[ (ox—0).

j=1 0<i<k<n

Para finalizar este caso, notamos que el supuesto es véilido cuando b; # 0 para todo
j € {1,...,n} y cuando los valores propios sean simples, asi o, — 0; # 0 y por tanto el
determinante de Vandermonde es no nulo, concluyendo la controlabilidad del sistema
finito dimensional en este caso.
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2. m > 2 con valores propios simples: En este caso, podemos utilizar la estrategia utilizada

en [18] para probar la controlabilidad del par, utilizando el test de Popov-Belevitch-
Hautus o Lema de Hautus [33, Lema 3.3.7] para estudiar los bloques asociados a cada
valor propio. En particular, en este caso se tiene la matriz

y para cada valor propio, buscamos obtener que
Rank [A—O'jln ‘ B] =n, Vi e{l,...,n}.
Es decir, este supuesto es valido si se cumple lo siguiente

Vjied{l,...,n}, 3k e{1,...,m}: bjr #O.

. m > 1 con valores propios repetidos: Observe que en el caso m = 1 el argumento del

primer inciso falla por la existencia de valores propios repetidos. Cuando m > 1, este
problema significa que la matriz de Kalman

K=[B|AB| - |A" 'B] € M, (nm)(R),

es rango deficiente, es decir, rank(K) < n. La soluciéon para esta dificultad es agregar
mas localizaciones al sistema, es decir, considerar

m+ Ny

wy = Aw + Z brug.
k=1

De este modo, nuestra nueva matriz de Kalman es de la forma
K = [B ‘ AB | cee ‘ An_lB] S Mnx[(erNg)n] (R)

Donde Ny € N es la cantidad de localizaciones que agregaremos al sistema para que
cumpla la condiciéon de Kalman. Dado que las operaciones elementales columna no
modifican el rango de la matriz, sin pérdida de generalidad podemos suponer que

K =[K|N],

con K la matriz de Kalman asociado al sistema original y N € M, xnn,(R). Es decir,
basta considerar un ntimero apropiado de localizaciones para que el rango de N comple-
mente al rango de K de modo que K tenga rango completo. Por supuesto la inquietud
natural que aparece es si existe tal Ny € N. La respuesta es afirmativa, como se muestra
en [17]. Basta considerar

N() = Inax{dl, ey dn},

donde d; es la multiplicidad algebraica asociada al valor propio ¢;. Dicho de otra
manera, la cantidad de columnas que debemos agregar a la matriz B es la mayor de las
multiplicidades algebraicas de los valores propios del sistema finito dimensional.

Observacion 4.1.7. La condicion anterior no es tan fina en cuanto a los valores que
deben tomar las localizaciones agregadas. A continuacion ilustramos un par de ejemplos
para el caso m =1 con valores propios repetidos donde el argumento podria fallar. En
primer lugar, considere las matrices

2.0 0 2
A=1(0 2 0o/, B=|[3],
00 1 4
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donde tenemos 01 = g9 = 2. De la condicion de Kalman y de operaciones elementales
columna se deduce que

2 4 8 -1 0 2
rank(K) =rank |3 6 12| =rank [ 0 -8 —24| =2,
4 4 4 0 0 0

por tanto la matriz de Kalman no es de rango completo. Dado que la mayor multiplici-
dad geométrica es 2, tomamos Ny = 2 y la matriz

2 1 1
Bi= |3 1 1],
41 1

de este modo, la nueva matriz de Kalman asociada cumple

2 11 4 2 2 8 4 4
rank(K)=rank [3 1 1 6 2 2 12 4 4
4 1 1 411 4 11
2 00 0 -1 -1 -4 -3 -3
=rank |0 1 1 0 2 2 0 4 4| =3,
0004 1 1 12 3 13

es decir, el nuevo sistema es controlable. Sin embargo, si uno toma la matriz

B: =

=0 N
— =

resulta que la matriz de Kalman también tiene rango 3, a pesar de que tomamos menos
columnas de lo que sugeria la multiplicidad geométrica del valor propio repetido. Por
ultimo, si uno repite el desarrollo anterior con las matrices

2 1 2 0
Bs= (3 0|, Bs=[3 0f,
4 0 41

se sigue que la matriz de Kalman asociada a B tiene rango 3, mientras que para By,
la matriz de Kalman tiene rango 2.

Esto muestra que la condicion anterior nos da una cota superior para No € N, pero
no el dptimo. Ademds, de las iltimas dos matrices se ilustra que una combinacion de
esta estrategia junto con el Lema de Hautus [35, Lema 3.5.7], se puede obtener una
condicion mds fina.

Observacion 4.1.8. Ilustraremos que, incluso en el caso m = 1 con valores propios simples,
no siempre es posible considerar una localizacion de la forma b(x) = 1, donde w C (0,L) es
un abierto no vacio. Siguiendo el desarrollo de [5, Lema 2.1], buscamos las funciones propias
que satisfacen el sistema

~Wyper — Mgy = ow,

w(0) =w(L) =0,

wz(0) = wy(L) = 0,

donde o > 0. En este caso, la solucion no homogénea del sistema es

wte) = o (o ) )i (o (5~ £) s (3 (o ) e (3 (= £))
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donde centramos las soluciones a © = % para aplicar simetria mds adelante. En este caso las
constantes , f € R vienen dadas por

oo [ =X = VA2 — 4o 5= [ =X+ VA2 — 4o
pr— 2 ) — 2 .

Al aplicar las condiciones de frontera encontramos un sistema de cuatro ecuaciones que se
resuelve por casos. Nos enfocaremos en el caso

Beos(B/2)sin(a/2) = acos(a/2) sin(B/2), sin(a/2) # 0.

De este modo, las funciones propias toman la forma

& e )

y ahora hacemos valer la simetria con respecto a L/2. Observe que las proyecciones sobre los
términos de localizacion son de la forma

bj(@) = (Lw,wj)r2(0,1) = / w;(x)dx.

w

Considerando el intervalo w = (%, 3L

3L) C (0,L), obtenemos que

3L/4
= / wj(z)dx =0,

L/4

bi(x

~—

<.

pues estamos integrando dos funciones impares con respecto a un intervalo simétrico, como
se puede visualizar en la figura de mds abajo. Esto muestra que, a pesar de que los valores
propios sean simples, la eleccion de w C (0, L) no es trivial, pues dependiendo de la estructura
de las funciones propias y el intervalo seleccionado, podemos hacer que el determinante de la
matriz de Kalman del primer caso se haga cero, perdiendo la controlabilidad del sistema.

f(z) = Asin(a(xz — L/2))

Por los tres casos anteriores, podemos notar que el supuesto es razonable. En lo que sigue,
consideraremos tinicamente los primeros dos casos.

4.1.5 Region de atraccion y puntos fijos localmente estabilizables

Antes de mostrar el resultado principal de este documento, precisamos definir lo que es una
region de atraccidén y a qué nos referiremos con que un sistema sea localmente estabilizable
de manera exponencial.

Definicién 4.1.1. (/2/, Seccion 3]) Suponga que K € R™*™ se escoge de tal manera que 0
es un punto de equilibrio localmente asintdticamente estable de (4.9). Decimos que S C R™
es una region de atraccion si

1. 0 € int S;
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2. Para toda condicion inicial zg € S, sigue que la solucion de (4.9) satisface que z(t) — 0
s1t — 005

3. S es invariante hacia adelante, es decir, para toda condicion inicial zg € S, se cumple
que z(t) € S para todo t > 0.

Considerando la inclusion de conjuntos como un orden parcial [35, Relaciones de orden], el
mayor conjunto que satisface las tres propiedades anteriores se llama la region de atraccion
mazximal.

Definicion 4.1.2. ([2/, Seccion 3]) El sistema (4.9) se dice localmente estabilizable de man-
era exponencial en 0 con region de atraccion S si las siguientes condiciones se cumplen para
una solucion z(t) € R™:

1. Existene, M,a > 0 tales que para toda condicidon inicial que satisfaga |z9| < e se cumpla
que
|2(t)] < Me™*|z|, t>0.

2. B.(0) C S y S es una region de atraccion de (4.9).
Decimos que (4.9) es globalmente estabilizable de manera exponencial en 0 si la primera
condicion se satisface para constantes a, M > 0 y para toda condicion inicial zg € R™.

Observacion 4.1.9. Las dos definiciones anteriores se pueden escribir de manera andloga
para el sistema infinito dimensional (4.10).

Con las definiciones e identificaciones que realizamos en las ultimas secciones, podemos con-
siderar el siguiente diagrama

L?(0,L)

Tn

Xn S CR"

donde T, es la proyeccion de L?(0, L) sobre las primeras n funciones propias de A e i denota
el isomorfismo algebraico entre X,, y S C R", ambos de dimensiéon n. A partir de este
diagrama estudiaremos el resultado principal de esta secciéon, senalando las identificaciones
de los sistemas en que trabajaremos.

4.1.6 Resultado principal

En esta seccion probaremos el resultado principal de estabilizacién de la norma [ - [[ 2 1)-

La siguiente proposiciéon prueba que gracias al sistema en cascada, basta probar la estabi-
lizacion del problema finito dimensional para concluir la estabilizacion de los sistemas con
espacios de estados £2(R) y L?(0, L) respectivamente.

Proposicion 4.1.2. ([2/, Seccion 3]) Suponga que se elige K € R™*"™ tal que el subsistema
(4.9) es localmente estabilizable de manera exponencial en 0 € R™ con region de atraccion
S C R™. Entonces,

1. El sistema (4.8) con el control feedback (4.7) es localmente estabilizable de manera
exponencial en 0 € (*(R) con region de atraccion S x €3, (R).

2. El sistema (4.1) con el control feedback (4.7) es localmente estabilizable de manera
ezponencial en 0 € L*(0,L) con region de atraccion i(S) x X;-.
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Adicionalmente, para todo conjunto cerrado y acotado G C int(i(S) x X;-), existen dos valores
positivos M y a tales que para cualquier condicion inicial w(0,-) € G, la solucion w(-) de (4.1)
con el control (4.7) satisface

ot M gzqo.zy < Me™ [[w(0, 20,0y > 12 0. (4.14)

El esquema de demostracion se basa en extender la estabilizaciéon exponencial del sistema
(4.9) mediante el comportamiento en cascada del sistema, como se ilustra en la siguiente
figura donde se muestra la ecuacién que se estabiliza con su respectiva regioén de atraccion.

(4.9) estable en S CR™

L—— > (4.8) estable en S x €?>n (R) C £2(R)

L > | (4.1) estable en i(S) x X;- C L?(0, L)

Demostracion. Sea K € R™*"™ tal que (4.9) es localmente estabilizable de manera exponencial
en 0 con region de atraccion S C R™. Sea G’ C int(S) un subconjunto cerrado y acotado,
luego como el sistema es estabilizable de manera exponencial en 0, existen constantes M,a > 0
tales que para todo zg € G’ la solucion satisface

|2(t)| < Me™ |z, t>0. (4.15)

De la ley de retroalimentacion (4.7) y de (4.10) se tiene que para todo ¢ > 0 y para toda
(Wn+1(0), wny2(0),...) € €35, (R) se cumple por la formula de Duhamel [, Proposicion 1.9]
que

¢
w;(t) = e”"w;(0) + by - / 71 (=9 sat(Kz(s))ds, Vi>n+1.
0
De la definicion de la saturacion (4.1.1), se obtiene la siguiente estimacion

sat(Kz)| < [Kz| < [[K]| |z].

De este modo, para todo 7 > n + 1 tenemos la siguiente estimacion
t
|w;(t)] < e w;(0)] + [by] / e K| |2(s)|ds,
0
en virtud de que 0; < —n para j > n+ 1 y que se cumple (4.15), se sigue que
t
w;(t)] < e |w; (0)] +M|bjl/ e [K |le ™ |zo|ds.
0
Consideremos en primer lugar el caso donde 1 # a, luego, tendremos que
t
[w;(t)] < e |w; (0)] + M|by| K| IZol/ e s
0

t
= ¢y (0) -+ M by [ [zgfe 7" [l
0

(n—a)t _q
e (0)] + M by | | [K]| z0]e ™" <n>

- e—at_e—nt
e " |w;(0)] + M{bj| [[K]| [20] -4 )

Observe que el ultimo término es positivo por la monotonia de la exponencial. Nuestra
intencion es probar que los términos |w;(¢)| son cuadrado sumables para j > n+ 1. Para esto
note que utilizando la desigualdad
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(a+b)?<2(a®+b%), V(a,b) € R?

obtenemos de la estimaciéon anterior que

2
(O < 262y (0)2 + 2002 K 202 [ o€ iy
|w; ()7 < 2e™"w; (0)]7 + 2M = K[| |20] p— bj[”

Para el primer término, recordemos que {w;(0)}32, ., € €?>H(R), por tanto es cuadrado
sumable. Para el segundo término, notamos que los términos son no negativos, de donde se
sigue que al sumar sobre j > n + 1,

oo o m
D b= > D [l
J=nt1 j=nt1k=1
o m 9
= Z ‘<bk7€j>L2(07L) (4.16)
j=n+1k=1

<

NE

2
||kaL2(O,L) )

>
Il

1

donde en el dltimo paso usamos la desigualdad de Bessel 30, Lema 3.41] y que by € L?(0, L)
para todo k € {1,...,m}. Ahora, sin pérdida de generalidad asumiremos que 1 > a, de modo
que se tenga e~ < e~%. Ademas, usando que

efat _ efnt 2 672at
< )
n—a ~(m—a)?

obtenemos la siguiente estimacion

2M2 |[K||* |b;|*
—2 e
(n—a)

de modo que al tomar la suma para j > n + 1, sigue que

Jw;(#)]* < 2e7>|w; (0)* + B (4.17)

2 2
2% [[KI° D 1Bl 720,z

D wi)F <27 > w(0)f + (n’“jla)Q e~ 2922, (4.18)

donde usamos la estimacion (4.16). Finalmente, considerando

2 2
207 |IKI[* D bkl 20,1
k=1

CEE > 0, (4.19)

C = max | 2,

y recordando que
n
2
20" =D lw; (0),
j=1

se concluye que

Y @) < Ce Y w0,

j>n+1 JEN
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que corresponde al decaimiento exponencial en el espacio de estados £2(R), dado una condi-
cion inicial en G” x 5., (R).

Observacion 4.1.10. En el caso donde n < a el desarrollo es andlogo considerando
—at —nt —at —nt\2 —nt —at\?2
e " <e™ A (e 7677):(67776 ),

de modo que el decaimiento toma la forma

> wi)FF < Ce > ;i (0,

j>n+1 JEN

donde C > 0 es la misma constante de (4.19).

Para terminar la demostraciéon debemos considerar el caso n = a. La estimacién toma la
forma

t
()] < & (0)] 4+ My K aole ™ [ e
0

B _ t
= e |u; (0)] + M b | K[| z0]e ™" (s],)
= 7™ (0)] + Mby | |[K]| |z0]e ™t

= = [y (0)] + M by [[K ]| |=0]],

donde utilizamos la estimacion

t<et, t>0,

junto con 0 < 7 — 1 < n y la monotonia de la exponencial. Observe que esta expresion es

el analogo de la desigualdad (4.17) para el caso i # a, por lo que siguiendo las estimaciones

previas probamos el decaimiento exponencial en este caso.

Usando nuevamente que |wj(0)|2 es cuadrado sumable para j > 0 y la estimacion (4.16),
o0

concluimos que Z |w;(t)]* en £?>n(R) es finito. Siguiendo la idea del desarrollo de los dos
Jj=n+1

casos anteriores, obtenemos el resultado de estabilidad en el espacio de estados £2(R).

Para concluir la primera parte de la proposicién debemos determinar la regiéon de atraccion

asociada a la estabilizacién en el espacio de estados ¢2(R). Tenemos por hipétesis que el

subsistema (4.4) es localmente estabilizable de manera exponencial en 0 con region de atrac-
o0

cion S, y dado que probamos anteriormente el decaimiento exponencial de Z lw; (t)]?
j=n-+1

en 3., (R), basta tomar G’ C int(S) tal que 0 € int(G') C R™ Asi, notando que si

S es region de atraccion, entonces 0 € int(S) y int(G') C S también, obtenemos que

0 € int(G") x £3,,,(R) C £*(R).

Para la segunda proposicion, notamos que el isomorfismo i : R® — X,, C L?(0, L) junto con el

isomorfismo isométrico entre €?>n(R) y X;- permiten concluir el decaimiento exponencial local

en 0 € L2(0,L). Esto pues de (4.18) tenemos que al sumar (4.15) obtenemos la estimacion

m
2 2
2M2 ||KI* > llbkll72(0,1)

> (O < 26720 37 Juy (0) + CEDE P ez
JeN i>n+1

utilizando la identidad de Parseval junto con
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2 2
207 | [K|* Y10l 70,1

C? = max{ 2, ( k=1 2 +M? 3 >0,
n—a

obtenemos la siguiente desigualdad

2 ~2 —2a 2
[l NIzz,n) < € w(0,) 120,z

de donde se concluye el decaimiento exponencial (4.14). Gracias a los isomorfismos previa-
mente utilizados, se sigue que la regiéon de atraccién viene dada por i(G') x X;- C L2(0, L).

Para el ultimo comentario, note que basta determinar la regién de atraccion apropiada, pues
de las estimaciones ya encontramos (4.14). Considere un conjunto cerrado y acotado G C
int(i(S) x X;}) y tome G’ = i~! o m,(G), entonces G’ es compacto, pues G es cerrado y
acotado, 7, es continua y ¢ es una transformacion lineal entre espacios de dimension finita
y por tanto es continua. Esto asegura que se satisfaga (4.15) en subconjuntos de S, lo que
concluye la demostracion.

O

Para poder aplicar la proposiciéon anterior es necesario probar el decaimiento exponencial en
una vecindad de 0 y estimar la regiéon de atraccién en R™ asociada al sistema finito dimen-
sional (4.4). Aqui la saturacion muestra otra dificultad.

Observacion 4.1.11. Bajo los comentarios que hicimos para el Supuesto 4.1.1, el sistema
(4.4) no necesariamente es estabilizable.

En [34, Ejemplo 1.1] estudian un problema de control finito dimensional en el caso lineal y
saturado. Para el primero, se prueba que el par (A,B) es estabilizable y que el sistema es
asintéticamente estable, mientras que para el caso saturado, el sistema muestra trayectorias
divergentes atn dentro de la zona de saturacién. Este mismo ejemplo es desarrollado en
[20, Ejemplo 4] con graficos de las trayectorias especificas y también el codigo para la imple-
mentaciéon numérica.

El enfoque que usaremos para probar que el sistema (4.4) se puede estabilizar exponencial-
mente se sustenta en la teoria de desigualdades matriciales lineales o, por sus siglas en inglés,
LMI y condiciones geométricas para la saturacién, de modo que pueda ser introducida en las
matrices aumentadas de la teoria de LMI. La gran ventaja es que para probar la estabilizacién
del sistema finito dimensional

At = Az(t), V>0,

donde z(t) € R™, A € R"*™ basta probar la existencia de una matriz simétrica y definida
positiva P € R™*™ tal que se satisfaga la desigualdad de Lyapunov [, ecuacion (1.2)]

A'P+PA < -1,
n(n—1)

y computacional. En la literatura hay métodos computacionales eficaces para resolver el sis-
tema, permitiendo incluso poder encontrar la region de atraccion del sistema, como en [24,
IV. Experimentos numeéricos].

que corresponde a un sistema de ecuaciones que se puede resolver de manera analitica

Agregar una saturacion significa que el sistema perdera su naturaleza lineal y podria pre-
sentar una amenaza para la teoria LMI. El documento de [34] muestra que, a pesar de que
los desarrollos pueden presentar mas dificultades, los sistemas no lineales convexos se pueden
transformar en sistemas completamente lineales gracias al Lema de Schur, donde LMI si
aplica, como se muestra en [34, Apéndice C.5].
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En [20] se muestra la compatibilidad entre controles saturados y el analisis espectral de op-
eradores parabolicos. Esto se debe a la existencia de una cantidad finita de valores propios
no negativos y el posterior estudio del sistema finito dimensional inestable haciendo uso de
LMT para manejar la saturacion y estabilizar el sistema. En [24] se emplea esta teoria sobre
una ecuacion de reaccion-difusion inestable, referenciada como la ecuacion del calor inestable,
en [19] se utilizan los mismos argumentos para estabilizar un operador parabdlico més general.

Para probar el decaimiento exponencial del sistema finito dimensional comenzaremos enun-
ciando las propiedades geométricas que utilizaremos para la saturacion.

Introducimos la no linealidad de tipo deadzone ¢ : R™ — R™ [34, Seccion 1.7.2] definida por
o(u) = sat(u) —u, VueR™,

donde seguimos usando la saturacion componente a componente definida en (4.1.1). Esta no
linealidad nos permitira separar la saturaciéon como la suma de dos vectores que podréan ser
agregados a la matriz aumentada. Ademas, usaremos la condiciéon de sector generalizado:
[34, Lema 1.6]

Lema 4.1.1. Sipara C € R™*", z € R" y j € {1,...,m} se cumple que |((K — C)z),| < ¢,
entonces

0 (K2)(¢;(Kz) + (Cz);) <0.

Observacion 4.1.12. La motivacion detrds de usar la condicion de sector generalizado es
que nos permitird construir un funcional de Lyapunov que ayude a estudiar el decaimiento
exponencial gracias a la aparicion de una matriz aumentada de estabilizacion que serd definida
negativa.

Una consecuencia importante del lema anterior es que la desigualdad sigue siendo valida si
se multiplica por ntmeros no negativos. Recopilando tales valores en una matriz diagonal
positiva definida D € R"*™ se tiene que

#(Kz) "D(¢(Kz) + Cz) < 0.

Otro lema importante para poder condensar informacion del problema es el complemento de
Schur. [34, Apéndice C.5]

Lema 4.1.2. (Lema de Schur) Sea A € R™*", B € R™*", C € R™*™ y sea
A BT
we (32

Si C es definida positiva, entonces M es positiva definida si y solo si su complemento de
Schur M\ C := A — BTC™1B es semidefinida positiva.

La siguiente proposiciéon prueba el decaimiento exponencial de manera local para el problema
finito dimensional (4.9) y ademés nos entrega una region de atraccion explicita.

Proposicion 4.1.3. ([2/, Proposicion 2] Sea K € R™*™ tal que la matriz A + BK es
Hurwitz. Sea P € R™ ™ una matriz simétrica definida positiva, D € R™*™ diagonal definida
positiva y C € R™*™ tal que

M, i ((A+BK)TP+P(A+BK) PB — (DC)T) -0, (4.20)

(PB)T — DC —2D

_ T
M, = (Kf o (KMS) ) - 0. (4.21)
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Entonces el sistema finito dimensional (4.4) es localmente estabilizable de manera exponencial
en 0 con region de atraccion dada por

A:={zeR": 2 Pz < 1}.

Mds aiin, en A se tiene que el funcional Vi(z) := 2Pz con 2 € R"™ decrece de manera
exponencial a 0 sobre las soluciones del sistema (4.4), es decir, existe una constante o > 0
tal que .

Vi(z) < —alz]?, z€ A

Demostracion. Veamos en primer lugar que las matrices (4.20) y (4.21) son factibles, es
decir, que bajo las hipoétesis de la proposicion, se pueden encontrar matrices P € R™*™
simétrica definida positiva, D € R™*"™ diagonal definida positiva y C € R™*" tales que las
desigualdades (4.20) y (4.21) se cumplan. Dado que A + BK es Hurwitz, por la desigualdad
de Lyapunov [1, ecuacion (1.2)] existe una matriz simétrica y definida positiva P € R"*™ tal
que

(A+BK) P+P(A+BK) <0.

Para ver la existencia de C, considere C = 0 € R™*" y note que ¢?I,, = 0. Considere
P € R™ "™ con norma suficientemente grande de modo que

1
P- KTﬁImK = 0.

Se sigue del lema de Schur (4.1.2) que (4.21) es factible.

Por tltimo, para ver la existencia de D € R™*™ y la factibilidad de (4.20), fije P € R™*"™ tal
que la desigualdad de Lyapunov sea valida y C € R™*™ que cumpla la condicion de sector
generalizado 4.1.1. De este modo la derivada del funcional de energia satisface, como veremos
a continuacién, que

Vi(z) = 2" [(A+BK) P+ P(A + BK)] z + 2:  PB¢(Kz2) — 26(Kz) "D (¢(Kz) + Cz))

(o) (PR TR ()

Finalmente, basta tomar D € R™*™ con norma suficientemente grande para asegurar que
(4.20) es definida negativa, lo que concluye la factibilidad de las matrices.

Habiendo mostrado la factibilidad de M; y Moy, considere P, D, C matrices tales que se
cumple (4.20) y (4.21), que no necesariamente son las mismas que acabamos de ver. Ademas,
considere el candidato a funcional de Lyapunov

Vi(z) = 2Pz,
donde z € R™ es solucion del sistema (4.9). Luego

Vi(z) =Pz + 2 Pz
= (Az + Bsat(Kz)) Pz + 2 P(Az + Bsat(Kz)),

utilizando la no linealidad de tipo deadzone, se sigue que
sat(Kz) = ¢(Kz) + Kz,
y por tanto

Vi(z) =27 [(A+BK)TP + P(A + BK)] = + 2:TPBg(K>),

donde usamos que z ' PB¢(Kz) = ¢(Kz)" (PB) ' z. Suponga que se satisface que |((K — C)z);| <
¢ para todo j € {1,...,m}. Entonces por consecuencia de la condicién de sector generalizado
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4.1.1 y multiplicando por —2 se obtiene
0 < —2¢(Kz) ' D(6(Kz2) + Cz)),
por tanto,

Vi(z) =z" [(A+BK) P +P(A + BK)] 2 + 2z PB¢(Kz)
<z' [(A+BK)'P+P(A + BK)| z + 2 PB¢(Kz) — 2¢(Kz) 'D(¢(Kz) + Cz))

= (as(rzcz))TMl <¢><Iz<z>) |

Por hipotesis, tenemos que la matriz M, es definida negativa. Entonces considerando —a < 0
como el mayor valor propio de My, se sigue que M; < —al,,,, y por tanto

Vi(z) < —alz)?, (4.22)

de donde se deduce el decaimiento exponencial, pues denotando por Bnin > 0y Bmaz > 0 el
menor y maximo valor propio de P € R™*", se tiene

2 2
Bmin |Z| S ZTPZ S ﬁmam ‘Z|
y de aqui se deduce que

«

—alz]? < - 2Pz = 3 Vi(z).
Usando (4.22) obtenemos
. a
Vi(z) < ~3 Vi(z),

de donde se concluye el decaimiento exponencial del sistema finito dimensional:

Vi(z) < e Fmaz V1(0).

Finalmente, basta probar que |((K — C)z);| < ¢ efectivamente se satisface para todo j €
{1,...,m}. Para esto, considere el funcional de Lyapunov V] y forcemos a que

A={zeR" : zTPzgl}g{zeR" : [(K=C)z| < (3,

Es decir, que la region de atraccion A se encuentre dentro del sector generalizado para la
saturacién. Note que para este tltimo conjunto se tiene

{zeR" : |(K-C)z| <} ={2€R" : 2T (K-C)"(K—C)z <%},

por tanto la contencién a probar es que

1
{zeR™ : 2"P2<1}C{z€R" : zT(KfC)TE—QIm(K—C)zgl}.

Dado que ambos conjuntos son elipsoides de centro 0 € R™, se sigue por [4, Proposicion 1]
que esto es equivalente a la siguiente desigualdad matricial

M, \ ’L,, =P — (K — C)TE%Im(K -C)=0.

Donde M, \EZIm denota el complemento de Schur. Usando que ¢21,, es una matriz definida
positiva, el Lema de Schur 4.1.2 asegura que esta desigualdad matricial es equivalente a pedir
que la matriz M satisfaga (4.21). Esto es

(P (K-O
M2<K—C 1, )50'

Lo que finaliza la demostracion. O
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En virtud de las dos proposiciones anteriores, podemos demostrar el resultado principal de
esta seccién:

Teorema 4.1.1. Sea K tal que A + BK es Hurwitz y K : X,, — R™ se elige para construir
el control feedback (4.7). Entonces el sistema con feedback K

We(t, T) + Wagre (6, ) + Mgy = Zbk Ysat((Kmow(t,-))k), (t,x) € (0,+00) x (0, L),

w(t,0) = w(t, L) = t € (0,400),
(t 0) = wyl(t, L) 0, t € (0,400),
z) = wo(z), z € (0,L).

es localmente estabilizable de manera exponencial en 0 con region de atraccion i(A) x X;-.
Adicionalmente, las constantes de decaimiento se pueden escoger de manera uniforme en

i(A) x X

Demostracion. Considere el sistema (4.1) con el par (A, B) estabilizable. Por el Teorema de
Localizacion de Polos |6, Teorema 10.1], existe K € R™*™ tal que A + BK es Hurwitz, luego
considerando P € R™*™ D € R™*™ y C € R™*" tales que se cumpla (4.20) y (4.21), se sigue
por la Proposicion 4.1.2 que el sistema finito dimensional (4.9) es localmente estabilizable de
manera exponencial en 0 € R™ con region de atraccién dada por

A={zeR" : 2Pz < 1}.

Con este resultado completamos las hipotesis de la Proposicion 4.1.3, lo que nos asegura que
el sistema (4.1) es localmente estabilizable de manera exponencial en 0 € L?(0, L) con regién
de atraccion dada por i(A) x X;-.

Finalmente, para ver que las constantes de decaimiento se pueden escoger de manera uniforme
en i(A) x Xf;, aplicamos la demostraciéon del ultimo comentario de la Proposicion 4.1.2
tomando A = S. O

4.2 Estabilizaciéon en H;(0, L)

En la seccién anterior probamos el decaimiento exponencial de la norma ||-||;- (0,1)s ¥ Por
las condiciones de frontera del problema (4.1), posibles extensiones de este resultados son el
estudio de la estabilizacion exponencial de las normas en || - HH(% o) Y- |\H§(07L).

En este apartado probaremos la estabilizacion de la norma en HZ (0, L), haciendo uso de los
resultados de la seccion anterior. Veremos que a partir del control (4.7) y del funcional de
Lyapunov Vi(z) es posible construir otro funcional que sea equivalente a la norma H2(0, L).
La referencia principal de este desarrollo es [10].

Sean z € R™ solucién del sistema finito dimensional (4.9) y el funcional de Lyapunov Vi (t) =
2Pz, asumiendo valido el Teorema 4.1.1. Considere el siguiente funcional de Lyapunov

1 M LM
Va(t) = = (Aw,w) pao ) + 5 Za]wj zTPz,

donde w es solucion de (4.1) y M > 0 es una constante por buscar para asegurar el decaimiento
exponencial.

Observacion 4.2.1. En la estructura del funcional de Lyapunov Va(t) puede llamar la aten-
cion el término —% (Aw,w). Dado que necesitamos que Va(t) > 0 y que por el andlisis
espectral del operador sabemos que A posee una cantidad infinita de valores propios negativos,
este signo busca asegurar la no negatividad de Va(t).
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Concretamente, buscamos probar que existen (C,w) € (1,400) x (0,00) tales que

2 - 2
l20.1) < Ce™ ol 2o 1 - (4.23)
Para probar (4.23), separaremos la demostracion en tres lemas previos que demostraremos a

continuacion.

4.2.1 Lemas previos
En lo que sigue, asumiremos validas las hipotesis del Teorema (4.1.1).
Lema 4.2.1. FExisten constantes Cy,Cy > 0 tales que

o

Ch
?|z‘2 T lwllfz0.0) < Va(t),  VE=0. (4.24)

Demostracion. Denotemos por Bmin > 0y Bmaz > 0 el minimo y el maximo valor propio
asociado a la matriz simétrica definida positiva P € R™*"_ es decir, satisfacen la siguiente
desigualdad

0 < Bmin|2* < 2" Pz < Braal 2. (4.25)

De la primera desigualdad de (4.25) obtenemos que
Vi(t) > Buminlz]*. (4.26)

Por otro lado, usando que 01 > ¢; para j € {1,...,n} y que z(t) cumple (4.3), se sigue que

o

1 1< 1
—3 D ojuwi(t)? = ~5 > o)’ - 3 > ojw(t)’
j=1 j=1 j=n+1 (4.27)
g1 1 ad
2 —?MQ ) Z ajw;(t)®
Jj=n-+1
juntando (4.26) y (4.27) obtenemos que
1l — M
Va(t) = =5 > ojw;(t)” + < Vi)
j=1
(MBmzn - 01) 1 =
> WPnin 20 12 257 o0 (1.25)
j=n+1
> Cl<z|2— > ijj(t)2>,
Jj=n+1
donde I )
Cr=min { M= P s s T

Por otro lado, dado que

_ o _ "o o .
Aej =0je; €; Aej = oj€j, Vi eN,
y que podemos usar la Seccion 2.1 para expandir w como en (3.4), se sigue de dos integraciones

por parte que
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2
ot Mooy = D wiwk (€] el) a0 1)

(4,k)EN?
"
Z wjw (€] ’ek>L2(0,L)
(j,k)EN?
E w]wk U]e],ek>L2(07L)
(j,k)EN?

= —MWea, W) 2(0,L) E ojw;(t

donde en la tltima linea usamos la ortonormalidad de {ej }jen. Utilizando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz se sigue que

||w||?qg(o,L) < (Waa, —=AW) 20 1) ZUJwJ

||wm||L2(0 L) )‘2Hw”L2(O L) - 2
< 5 + 5 —;O’jwj(t) :

por las condiciones de borde que satisface el sistema (4.1), se tiene que

2 2
HwHHg(o,L) = ||wa:x||L2(o,L)-

Ademas, juntando este término con el de la izquierda y multiplicando por 2 se sigue que

2 2
||w||Hg(0,L) <\ ||w||L2(0,L) - QZijj(t)Q -2 Z ojw;(t)
j= Jj=n+1

S /\2211]]‘@)2 -2 Z ajwj(t)

j=1 j=n+1

n oo

=223 w12+ S (N = 20,y ()

=1 j=n+1

oo
= NP+ Y (V= 205)w;(1)?,
Jj=n+1

donde usamos que o; > 0 para j < n.

Ahora, para j > n + 1 se tiene 0; < 0y que 0 < —op41 < —0;, de donde se sigue que

2 2
0<>\220'j_0'j<2)\>§0'j<2 A >
g On+1

De este modo, obtenemos la estimaciéon

|w(t, ')||fqg(o,L) < C <|Z|2 - > ijj(t)2>,

j=n+1

donde

2
Cg—max{)\z,Z— A }>0‘

On+1

Asi, logramos encontrar la estimacion

) ||w(t»')|\?qg(o,L) 5
= D ot 2 ——a = Al (4.29)
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Finalmente, para probar (4.24), note que como o, < 0 para j > n + 1, se sigue de (4.28) que

oo

Va(t) > Cil2)* = C1 Y ojw;(t)?
j=n+1
R (4.30)
1
> C|2)? - 5 Z ajw;(t)?,
j=n+1
utilizando la estimacion (4.29), se sigue que
C &
Valt) 2 Cilef = 5= 3 ojuws(t)? (4:31)
Jj=n-+1
i ||w||i12(0 L Ol
> 2 02 _ 4.32
> Cilz|" + 5C, 5 (4.32)
Ci, 2, G 2
=5 2" + 20, w52 0,1 » (4.33)
lo que prueba el resultado. O

Lema 4.2.2. Existe w > 0 tal que
Va(t) < e " 15(0), vt > 0.

Demostracion. Para el sistema dado por 2(t) = Az(t) + Bsat(Kz), se sigue de la Proposiciéon
4.1.3 que se satisface (4.22)

Vi(t) < —alz|?,

donde —a es el mayor valor propio de la matriz (4.20). Por otro lado, usando que A es
autoadjunto se tiene que

d
7 (Aw, w) 29 1) = 2 (Aw, wt>L2(07L) , (4.34)

entonces, de la ecuacion (4.1) se sigue que

wy = Aw + Z by - sat((Kz2)g),
k=1

por tanto, reemplazando esta expresion en (4.34) se tiene

d m
3 (Aw, w) 29 1) = =2 <Aw, Aw + Zbk ~5at((Kz)k)>

k=1 2
G (4.35)

=-2 ||AU)||%2(07L) -2 <Aw, Zbk ~5at((Kz)k)> .
k=1 L2(0,L)

Usando nuevamente la desigualdad de Young con p = ¢ = 2 y la desigualdad de Bessel para
acotar la segunda parte de esta igualdad, se sigue que

- 2
-2 <Aw, Zbk ~5at((Kz)k)> < HAwHig(&L) + |bj|? - |sat(Kz)|
k=1 L2(0,L)

2 2 2
< HAwHL2(0,L) + [ IK]| Z ||bk||L2(o,L) El
k=1
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reemplazando esto en la desigualdad (4.35), tenemos que

m

d
- <vaw>L2(0,L) < _HAwH%Q(O,L) + HKH2 Z ||ka%2(O,L)|Z‘2

dt 2
o0 m (4.36)
2
== 2w (0) + KIS bel 30,1y |21
j=1 k=1

Observacion 4.2.2. En el dltimo paso aparecio un término que es proporcional a U?, y lo
que buscamos acotar tiene la forma

(Aw,w) 201y = D ojw;i(1)?, (4.37)
j=1

por tanto, el objetivo del siguiente desarrollo es estimar el término 0]2» para obtener un resul-
tado proporcional a (4.37).

Note que para los valores propios {o;}jen tenemos las siguientes estimaciones

o1 >0; >0, 1<n
O>O’n+120'j, jZ’I’L—Fl

Entonces, si j > n + 1 se tiene que

1o
—On+1
y por tanto, tomando
1
M>——, (4.39)
On+1
se tiene usando (4.39) junto con (4.38) que
2
M [|Aw|| 20,0y = MY oFw;(t)
j=1
>M Z o;w;(t)
Jj=n+1
. Z szw] (t)?
n+1 j=n+1

v
|
g
Q
E
=

Asi, recordando que se tiene y o; > 0 para j < n se sigue de la tltima linea que

9 1 = 1 —
- HAwHL2(O,L) < M Z ajw;(t)? < M Zajwj(t)2~ (4.40)
j=1

Jj=n+1

Reuniendo las estimaciones de (4.40), (4.36) y (4.2.1), obtenemos que
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1d

Va(t) = To2dt

M.
(Aw, w>L2(O,L) + 7‘/1 (t)

2 2
| = (IIKII Z||bk|L2(o,L)>
k=1 2
<3 > otw;(t)® + ||
j=1

aM 2
5 -l
2 2
. <||K|| D lbkllz20,0) — aM)
2 k=1 2
=3 AW,y + 5 ||

. <||K||QZ||bk|ZL2(O,L)_aM>
2 k=1
< m;%‘w]’(t) +

|

2

Dado que « > 0 de la Proposicion 4.1.3, podemos considerar

1

Cs > —, 4.41
37 9a ( )
y en tal caso, podemos tomar M tal que
- M
2 2
1KY 10l 72 0,0y — @M < =5, (4.42)
= 2C3
para obtener la estimacion
. 1 & , M
Va(t) < 57 ;ijj(t) VTN 2|7 (4.43)

Observacion 4.2.3. De (4.41) y de la estimacion (4.42), obtenemos la siguiente desigualdad
2 2
IKIP D bkl 7200,
k=1

(o= 2)

que nos asegura que tal valor de C3 > 0 es factible y no afecta al signo de M.

0<

<M,

Por otro lado, note que de (4.25) se sigue que

— \z|2 < — 2Pz,

max

por lo que aplicando este resultado en (4.43), se sigue que

. 1 & M
Va(t) < M Zajwj(t)Q RVTeN |2
j=1
1 & 1 M, s
< — ow;(t)? — ——————|2]°.
— 2M; J J() 2C3ﬂmaac 2 | |

Finalmente, considerando M > 2C305,,42, obtenemos que
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. 1 & 1 M 2
t) < — E () - ———
‘/2( ) = oM jZIU]wJ(> QCSBmax 9 |Z|

1 1 — ., M +

< 2B ijglajwj(t) -5 Pz

1 1 M
- 72C3ﬁmaw <2 <Aw,w>L2(O’L) + 7‘/1 (t)>

1
=—-————V5(1).

QCSﬁmaw 2( )
Lo que concluye el resultado con
1
YT 203ﬂmaz ’

Lema 4.2.3. Existe Cy > 0 tal que
V2(0) < Callwol 32,1,

Demostracion. Observe que de la definicion del operador A en (2.1), usando integraciones
por parte, la desigualdad (4.25), la desigualdad de Poincaré [9, Seccion 5.8.1] y que

2 2
2" < HwHLZ(o,L)a

se obtiene la siguiente estimacion

Valt) = —3 (Aw,w)gao ) + g Vil
< llwealZa0, — 3 1wl gy + s o
< 5 iz, + 22 o e
< (1+M§maIC§) Hw”?{g(O,L) .

Donde C,, denota la constante de Poincaré. Finalmente, tomando ¢ = 0 se sigue que

V2(0) < (1+ Mgmamcg)

2
H"WOHHg(o,L) )

probando el resultado con
14 MBrasC?

1 2
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4.2.2 Resultado principal

Teorema 4.2.1. Asuma que las hipdtesis del Teorema (4.1.1) son vdlidas. Considere w
solucion de (4.1), z definido en (4.3) y las constantes

. {Mﬂmin_o—l 1}
mmy ——————, =< ¢,

C
! 2 i)

)\2
max {)\27 2 — } ,
On+1

1
20’

Cy= —— "L,

1
M > max{ 1 ,,2036mam}
Bmin On+41

Cy

C3 >

Entonces, se satisface que

2 20:Cy 2
||w||Hg(0,L) = 0716 Hw0||Hg(0,L)7

con tasa de decaimiento 1

- 2036711(190 .

Demostracion. En virtud de los Lemas 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.3, se sigue que

w

Ci 2, Ch 2
5 2" + 20, lwl g2 0,y < Va(t)

S efwt ‘/2(0)

- 2
< Cye™! ||w0HH3(O7L)7

lo que concluye el resultado, pues dado que |z|2 > 0 se sigue que

2 2050y _ oy 2
lwlgz0,0) < o ° lwoll&20,1) -

donde w se obtiene en la demostracion del Lema 4.2.2. O
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5 Conclusiones y trabajos futuros

En este trabajo estudiamos el sistema

Wi + Wagzs + Mge = v, (t,2) € (0, +00) x (0, L),
w(t,0) = w(t,L) =0, t € (0,+00),

we(t,0) = w,(t, L) =0, t¢€(0,400),

w(0,z) = wo(z), z € (0,L).

donde el control v podia tomar la forma de un control escalar, como en el primer problema,
o como el producto de un vector de localizaciones con un control saturado por componentes,
como en el segundo problema.

En la primera parte de este documento, trabajamos sobre un control escalar y estabilizamos el
sistema escogiendo ganancias del control tipo feedback, apropiadas para estabilizar los valores
propios no negativos. Esta tasa de decaimiento se escoge de manera uniforme, obteniendo
un resultado de estabilizacion rapida. En este desarrollo no mostramos la controlabilidad del
par (A,B).

En la segunda parte, trabajamos considerando controles saturados y localizaciones. Luego de
identificar los distintos espacios de estados y el sistema en cascada, desarrollamos los espacios
funcionales apropiados donde estos sistemas viven. Utilizando nuevamente un control de tipo
feedback, vemos como este problema generaliza al anterior, esta vez dando una demostracion
de la controlabilidad del par (A, B). Mediante propiedades geométricas de las saturaciones y
usando técnicas de LMI, se prueba un resultado de estabilidad para la norma || - ||L2(07L), que
luego se extiende a otro desarrollo donde probamos la estabilidad para la norma || - || H2(0,L)"

Los resultados de este trabajo se pueden resumir en

1. Resultado de estabilizacion rapida para la ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky lineal con
control interno.

2. Resultado de estabilizacion exponencial para la norma || - || L2(0,1) €D Ppresencia de con-
troles saturados localizados, para la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky.

3. Resultado de estabilizacién para la norma || - || 2, 1) en presencia de controles saturados
o\Ys
localizados, para la ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky.

La extensiéon natural del segundo problema es ver si podemos estabilizar el sistema con la no
linealidad ww, incluida. En la literatura uno puede encontrar trabajos de este tipo como en
[22], donde utilizando el argumento de compactness-uniqueness terminan probando un resul-
tado de estabilizacion global de la norma |- |12 ;) para la ecuacién de Korteweg-De Vries
no lineal.

En [26] se estudia la ecuacion de Kawahara no lineal, obteniendo resultados de estabilidad para
la norma || +{| 2 (g 1)- En [25] se prueban resultados de estabilidad para la norma || -|| 2, 1) en
presencia de controles saturados en la condicion de frontera w, (¢, L). Con estos antecedentes
y considerando como referencia el capitulo sobre estabilizacion usando controles saturados
con localizaciones para ecuaciones parabdlicas [18], creo que es posible estudiar los siguientes
trabajos futuros.

1. Estabilizacion de las normas ||« |[12( 1), |- ||H&(07L) vl ||H§(0,L) de la ecuacion de
Kuramoto-Sivashinsky no lineal, utilizando controles saturados localizados.
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2. Estabilizacion de la norma [[ - |[ 2o 1) de la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky no lineal,
utilizando un control saturado en una condicién de frontera.

Otra alternativa es buscar un resultado de estabilidad del tipo OQutput-Feedback, es decir,
agregando una observacion al sistema. En [10], se estudia la estabilizacion de la ecuacion de
Kuramoto-Sivashinsky no lineal con condiciones de frontera

w(t,0) = u(t)
w(t, L) = wyy(£,0) = wy,(t, L) =0

donde se obtiene un resultado de estabilidad para la norma || - |[ ;2 (g z)- Es importante men-
cionar que en este trabajo la no linealidad se incorpora en los argumentos de LMI mediante
matrices aumentadas y que se entregan resultados incluso para casos donde existan valores
propios repetidos, por lo que el tercer caso que comentamos en el supuesto (4.1.1) es un ar-
gumento a considerar.

Por otro lado, en [19] se estudia una ecuaciéon de reaccion-difusion en presencia de controles
saturados localizados, similar al desarrollo del segundo problema de este documento. En este
trabajo obtienen un resultado de estabilizacion de tipo Output-Feedback y logran posicionar
la saturacion dentro de las matrices aumentadas por los argumentos de LMI. El resultado es
la estabilizacion de las normas || ||z 1) ¥ || [lf1(0,)- Por estos dos trabajos anteriores,
creo que otro posible trabajo futuro es (considerando las mismas condiciones de borde de los
problemas abarcados en este documento),

3. Estabilizacion de tipo Output-Feedback para la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky no
lineal en presencia de controles saturados localizados, tanto para la norma || - || £2(0,1)
como la norma || - \|H2(07L).

Finalmente, seria interesante obtener resultados de well-possedness para los sistemas (3.1)
y (4.1). Una vez hecho, el siguiente objetivo serfa buscar un resultado de estabilidad para
la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky lineal en n dimensiones espaciales y también lograr
implementar numéricamente los resultados para el segundo problema. Para esto, una buena
referencia es [24] donde podemos encontrar los resultados de la implementacion numérica de
la regién de atraccién con los respectivos flujos de soluciones en el plano de fase y también el
codigo utilizado.
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