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Teorema de propagacién de la MDM

Theorem (Teorema A.6.)

Sea P un operador diferencial de orden m sobre Q2 con P* = P y sea {u,}nen una
sucesion acotada en L,ZOC(Q) que converge débil a 0, a la que asociamos una
medida de defecto microlocal . Suponga que {Pup},cn converge fuerte a 0 en
H;:.™(Q). Entonces para todo a € C=(Q x RY\ {0}) homogéneo de grado 1 — m
en la segunda variable y con soporte compacto en la primera variable,

| {apx8duixe) =o. (1)
QxS§d-1

v

Idea: Invarianza bajo el flujo Hamiltoniano asociado al simbolo principal de P.
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Resultado previo

Theorem (Teorema A.7)

Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. Sea j una medida de Radon
positiva en X.
@ Sea N la union de todos los abiertos U C X tales que p(U) = 0. Entonces N
es abierto y u(N) = 0. Definimos como supp() al complemento de N.

Q x € supp(u) si y solo si [, fdj > 0 para toda f € Go(X) tal que f(x) > 0.

Idea de la Dem: La primera parte es clara. Para la segunda, podemos interpretarlo
como

(1, F) mex).cx) > 0, VF € Go(X).

La parte dificil de la demostracién es usar el lema de Urysohn.
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Teorema sobre el soporte de la MDM

Theorem (Teorema A.9)

Sea P un operador diferencial de orden m sobre Q y sea {un}nen una sucesion
acotada en L2 _(Q2) que converge débil a 0 a la que asociamos una medida de
defecto microlocal pu. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

Q Pu, — 0 fuerte en H,_"(Q2) donde m > 0,

loc

@ supp(p) C {(x,€) € Q x S : g,,(P)(x, &) = 0}.

Idea: Recuperar una mejor nocién de la idea de MDM: =0 < u, — u.
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Theorem (Teorema A.10)

Sea P un operador diferencial autoadjunto de orden m en QQ y sea
{un}nen C L2 () una sucesién acotada que converge débil a 0, con medida de

defecto microlocal pi. Suponga que Pu, converge a 0 en H,;C(m_l)(Q). Entonces el
soporte de p, supp(u) es una unién de curvas del tipo s € | — (x(s), %)

donde s € | — (x(s),&(s)) es una bicaracteristica nula de p, donde p es el
simbolo principal de P.
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Plan de la demostracidn:

Mostraremos las dos contenciones. El Teorema A.9 asegura que, bajo las hipdtesis,
supp(p) estd contenido en la unién de bicaracteristicas de velocidad 1.
La parte dificil es la otra contencién, que mostramos por contradiccién. Se reduce
a lo siguiente.
© Queremos mostrar que si para una bicaracteristica nula existe sy € I tal que
(x(s0),&(s0)/|&(s0)) € supp(i), entonces la contencidn se tiene para todo
sel.

@ Reducir el problema anterior a uno local. Por conexidad de /, basta probar
que el conjunto de valores s € | que satisfacen los anterior es clopen.

© Ver que es cerrado es facil. Ver que es abierto se demuestra por
contradiccién: Para sp € 1, y(sp) € supp(p) pero para todo € > 0, existe
s* € (sp—e,5 +¢) N1 tal que y(s*) & supp(p).

@ Construir una bicaracteristica que sea constante bajo H,(-) y que conecte

(x(50). £(50)/1€(50)]) con (x(s3). £(53)/IE(53)1). o que serd una

contradiccidn.

Felipe Labra Irribarra Seminario Anilisis Microlocal 5 de mayo de 2026 9/22



Demostracion pt. 1: Comentarios previos

Considere la funcién q(x, &) = |€|1~™p(x, £) suave sobre Q x (RY\ {0}) y que es
homogéneo de grado 1 en &.

Dado que las bicaracteristicas nulas de g son solamente reparametrizaciones de las
bicaracteristicas nulas de p. Por tanto, es suficiente probar que supp(u) es una

unién de curvas del tipo s € | — (x(s)7 éggl) donde s € [ — (x(s),£(s)) es una
bicaracteristica nula de q.

comencemos por notar que  x S9! esta cubierto por bicaracteristicas de g, que
son las curvas integrales del Hamiltoniano H,. Esto es porque el flujo estd definido
en todo Q x S971, por lo que para cada punto (xp, &), existe una curva integral

que pasa por el punto. Dado que la inclusién H,{;'"(Q) — H,,"(Q) es continua, el

Teorema A.9 nos dice que supp(u) € p~1(0) = g~1(0).
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Demostracion pt. 2: Primera contencion.

Demostraremos el contrarreciproco. Sea s € | — (x(s),&(s)) una bicaracteristica
en Q x (R9\ {0}) en donde g nunca se anula. La homogeneidad de g en ¢ nos
dice que q(x(s),&(s)/|&(s)]) # 0 para todo s € I. De este modo, la curva

s el — (x(s),&(s)/|&(s)]) nunca toca supp(u), lo que prueba la contencién.
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Demostracién pt. 3: Reduccién local

Para completar la demostracién, veremos la otra contencién. Debemos probar que

si para una bicaracteristica nula g existe s € / tal que (x(so), égg%l) € supp(p),

entonces la curva vive en el soporte para todo s € /.

El primer paso es notar que basta probar la versién local de lo anterior. Note que

el conjunto A= {s cl: (X(s)a ég;) < Supp(u)}7

es cerrado en /. Queremos ver que A es abierto en /, es decir, que para cada
Sp € A, existe € > 0 tal que (X(S), %) € supp(p) para todo

s € (so—e,5+¢€)N/, en cuyo caso tendremos que A=/ si A es no vacio por
conexidad de /.

Por los comentarios anteriores, la demostracién se reduce a probar que para cada

so € I tal que (x(so), |§§((Ss(:)))) € supp(p), entonces existe € > 0 de modo que

(X(So) ‘5(50)) € supp(u) para todo s € (sp —e,5 +¢€)N .
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Demostracion pt. 4: Inicio de la contradiccién

Usaremos contradiccién. Suponga que para sp € | se tiene que

(X(So), é((ss‘:)))) € supp(p) y que para todo £ > 0 existe s* € (s —e,5 +¢) N/ tal

que (X(S*), %) ¢ supp(p). Sin pérdida de generalidad, asumiremos que
s* € (sp,% +¢).

Sea (xo,&0) = (x(%0),&(50)) y (X3, &8) = (x(s*),&(s*)). Por la propiedad de flujo,
se tiene que para la bicaracteristica (x(s, x, £),&(s, x,£)) que satisface

(x(0,x,£).£(0,x,£)) = (x,£), se cumple que
(Xgag(;) = (X(s*_SOaXO)EO)vg(S*_507X07€0))7 (X07£0) = (X(50_5*5X8<7§g)7£(50_5*7

Dado que solo estamos trabajando de manera local, podemos asumir que estamos
trabajando en una componente conexa de ). Escogiendo € > 0 suficientemente
chico, podemos asumir que x§ € B(xp, r) C B[xo,4r] C Qy que la caracteristicas
a través de los puntos del compacto B[x,4r] x S~ C Q x (R4 \ {0}) estdn
definidas en el mismo intervalo (—¢,¢), que contienen a s* — ;.
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Demostracién pt. 5: Construccién de la bicaracteristica

Afirmamos que por la dependencia continua con respecto a los datos iniciales,
podemos escoger € > 0 tal que para todo s € (—¢,¢) con r < 1/6 suficientemente
chico y para todo (x, &) € (B[xo,4r] \ B(x0,3r)) x S9! tenemos que
(x(s,x,8).£(s, x,€)) € (2\ Blxo, r]) x (R {0}).

En efecto, para (%,£€) € (B[xo, 4r] \ B(xo,3r)) x S 1, la solucién

(x(s,€,€),£(s, %, €)) esta contenida en (Q\ B(xo, 11r/4)) x (R9\ B(0,3r)) para s
en un intervalo suficientemente chico /; = = [-d; &0z £] Por la dependenC|a

continua de los datos iniciales del sistema Hamiltoniano, para cada ¢’ > 0, existe
6 = 0(d; £,€") > 0 de modo que para todo (x, &) que satisface

1(x,€) = (%, €)||max < 0, se tenga que (x(s, x,£), (s, x, €)) esté definida en ey

H(X(vaa 6)75(57)(35)) - (X(Sv)?a 6)75(57)’23 g))”max S 5/,

para todo s € [, 3 En adelante, asumiremos que €1 < r/2. Para cada s € I>”<€
definimos

AL e = 1{(x.€) € @x RI\ {0}« [|(x,€) — x(s,%,8),£(s, %, §)| < n},

donde n < min{d, r/4}. Ademds, tenemos que
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Demostracién pt. 6

A;f - Us€l gA;( f’

A= U()?,E)EB[XO,4r]\B(x0,3r)de—lA)? &

Note que la unién de los conjuntos A, 7 con (%,€) € Blxo,4r] \ B(xo,3r) x S91
no intersecta a B(xp,5r/2) x B(0, 11r 4). Por la compacidad de

Blxo, 4r] \ B(xo,3r) x x S971, existen

(%,61), -, (%, éw) € B[X074’] \ B(x0,3r) x S9! tales que

Blxo, 4r] \ B(x0,3r) x St c UL 145, &

Por tanto, dado (x1,&1) € B[x,4r] \ B(x0,3r) x S971, existe iy € {1,..., N} de
modo que
(x1,61) € Ay 2 AS

Kig+€i " Kig»€ly "

Esto implica que existe sp € /. £ tal que
/0) Io

||(Xla€1) - (X(s()a)?ioagio)?g(so,)?io,éio))” < n S d.
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Demostracién pt. 7: Final de la construcciéon

Por la dependencia continua de los datos iniciales, se deduce que

I Y r
||(X(5a X1a§1)7€(5a X17§1)) - (X(S + SOaXioa§i0)7€(S+ 507Xl'07£l'0))|| <ér < Ea
para todo s € I;("o’éfo tal que s+ sp € )?,-0,5,-0. Entonces, para todo
(a, b) € B[xo, r] x B0, r], se tiene

||(a, b)—(X(S,X1,€1),§(S,X1,£1))|| |( ) ( (5 X1,§1) £(5+507)?i07£i0))”

||( (5 Xl,gl) £(S+ 507Xi07£i0))
— (x(s,x1,€1),8(s, 1, 61)) |
r r

\Y2
M|°°

E:r, Vsel:s+s€el.

donde / denota al menor de los intervalos Iy s para i€ {1,...,N}.
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Demostracién pt. 8: Vuelta a la contradiccion

Ahora, como (x07 G |) ¢ supp(u), se sigue por el Teorema A.7 que existe
g€ Co(Q x 91,0, 1]) tal queg(xwm) >0y [qyusi18dp=0.

Sea ¢ € C§°(R) tal que supp(¢) C B[xg,r2] C B(xo,r), ¢(x5) =1y 0<¢ <1.
Defina g(x, €) = [€['""¢(x)g(x, &/I€]) con (x,€) € Q x (R \ {0}). Entonces &
es suave en el dominio anterior, homogénea de grado 1 — m en £ y tiene soporte
compacto en x. Note ademas que

os/ g—dus/ gdji =0,
QxS§d-1 QxS§d—1

por lo que [, g4—1 Edpp = 0.

Ahora nuestro objetivo es unas las bicaracteristicas para llevar la informacién dada
por g en una vecindad de (xg, é—‘i‘) a una vecindad de (xo, I%gl)
0
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Demostracién pt. 9

Para (x, ) € B(xo,4r) x S971, definimos

f(x,&) = 8(x(s* — s0,x,&),&(s* — s0,x,£)). Se sigue que f estd bien definida ya
que anteriormente mostramos que las bicaracteristicas (x(s, x, ), (s, x,§)) estdn
definidas en un mismo intervalo que contiene a s* — sy para todo

(x,€) € B(xo,4r) x S971. Adicionalmente, note que f se extiende a una funcién
continua en Q x S9! ya que f(x,£) =0 en Q\ B[xp,3r] x S971. Se sigue que
fe C(xS910,1]).

Para completar la demostracion, probaremos que f(x&o/|%]) >0y [q, 501 = 0.
Observe que, una vez hayamos probado esto ultimo, podemos volver a aplicar el
resultado del Teorema A.7 para obtener una contradiccién porque sabemos que

(x0,€0/[80l) € supp(k).

Primeramente, note que para A > 0 tenemos
(x(5, %, A6),£(5, %, A8)) = (x(5,%,£), AE(s5,x,€)),  V(x,€) € Qx (RY\ {0}).

En efecto, como g es homogéneo de grado 1 en &, se sigue que 9q/J¢ es
homogéneo de grado 0 y que 0q/0x es homogéneo de grado 1. Por tanto,
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Demostracién pt. 10

0q

dq
ag ( (S7X’ 5)7>\£(57X’ 5))

9 (s,%,6) = =

g 09 (x(s, %, €),6(5,%,)) =
d ~ \0q _ 0q
)‘Ef(svxa g) - _)‘a(x(s’xvf)’g(ixvg)) - _a(X(S,X,g),)\g(S,X,g))

Se sigue que las bicaracteristicas (x(s, x, &), A6(s, x,€)) y (x(s, x, A£), &(s, x, AE))
son soluciones a través del punto (x, A{). Por unicidad, la igualdad anterior se
tiene. Con esta informacién tenemos que

f(x0,&0/1&0l) = &(x(s™ — 50, %0, &0/|0l), £(s™ — S0, %0, &0/|0l))
= [&|™ B (x(s* — 50, %0, &0), £(* — S0, %0, &0))
= %™ G o06)e (x5, & /1€ 1) > 0.

Para calcular fQXSd’I fdu, usamos la notacién dada por

os(x, &) = (x(s, x, (£),&(s, x,£))), s€ (—¢¢), (x,€) € B(xp,4r) x S971,

En particular,

¢S*—50(Xa f) = (X(S* — 50, X, 5)75(5* — 50, X, 5))a
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Demostracion pt. 11

o< [ fdu= [  xEose-o)dn
QxS§d-1 QxSd-1

donde x € C§°(B(xo,4r)) tal que 0 < x <1y x =1 en una vecindad de
B[X()7 3r]
Para terminar la demostracién, queremos probar que

/ X(& 0 ¢sr—g)dp = / xgdu,
QxS§d-1 QxS§d-1

/ xédus/ gdu=0.
QxSd—1 QxS§d—1

Para s € (—¢,¢), tenemos que

pues sabemos que

& (0(E 0 6:0)(6,€) = X() - (8 0 631)(x,€) |0

= ()5 J (& 062060, [0
= x(X){g o ¢s, qH(x; ).
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Demostracion pt. 12

Observe ademas que supp(Hq(x(x,§))) C B(x0,4r) \ B[xo,3r], se sigue que la

funcién (& o ¢s)(x, €)Hy(x)(x,€) se anula en todo Q x S9~1. Por tanto, también
tenemos que

{X(& © ¢s), a}(x, &) = —Hg(x(& © ¢5))(x, &)
= —X(X)Hq(& 0 ¢s) — (& © ¢s)(x, E)Hq(X)(x; €)
= —X(x)Hq(& © 5)
= X(x){& o ¢s, q}(x,£).

Por tanto,
d - ~
= X(& o ds)dp = {x(&© ¢5),q}dn
S Jaxsd-1 QxSd-1
= / {x(& o ¢s), ptdu =0,
QxSd-1
pues Hy = |£|'~™H), en el soporte de p1. Que el lado derecho es 0, se sigue

aplicando el Teorema A.6.
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Demostracién pt. 13

Por tanto, [, ¢s—1 X(& © ¢s)dp es constante en (—&,¢). Usando s =0y
s = s* — sy, obtenemos que

/ (B 0 Ger_g)dp = / \Edu =0,
QxS§d-1 QxS§d—1

*

lo que completa la contradiccidn, pues esto muestra que (XS‘, I_ELI) € supp(p). O
0
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